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Andhy Moisés Diaz Rivera para resolver ecuaciones no lineales, pp. 42-72

RESUMEN

Este articulo se centra en el problema de la resolucién de ecuaciones no lineales mediante
métodos iterativos. El propdsito principal consiste en disefiar y analizar las propiedades de
convergencia y estabilidad de una nueva familia uniparamétrica de métodos iterativos. Esta
nueva familia se construye a partir de la introduccién de un pardmetro complejo y de la
combinacion lineal de dos métodos iterativos existentes. La metodologia integra la
deduccion teorica de los resultados sobre convergencia y dinamica con la implementacion
computacional del nuevo esquema. Mediante el analisis de convergencia de la nueva familia,
se verifica que cada uno de sus miembros posee orden de convergencia cuatro para cualquier
valor del parametro. Se utilizan herramientas graficas, como superficies de estabilidad,
planos de pardmetros y planos dindmicos, que permiten establecer regiones del plano
imaginario en las que cada método se comporta de forma estable o inestable. Las pruebas
numéricas realizadas en diversas ecuaciones no lineales verifican los resultados del analisis
de convergencia y estabilidad. Las conclusiones destacan la eficiencia y robustez de la nueva
familia, incluso al modificar las condiciones iniciales, al compararla con otros métodos
iterativos clasicos de orden cuatro. Los resultados obtenidos tienen implicaciones en la
resolucidn eficiente de modelos cientificos y de ingenieria.

Palabras clave: analisis dinamico, ecuacién no lineal, eficiencia, estabilidad, orden de
convergencia.

ABSTRACT

This article focuses on the problem of solving nonlinear equations using iterative methods.
The main objective is to design and analyze the convergence and stability properties of a
new uniparametric family of iterative methods. This new family is constructed by
introducing a complex parameter and combining two existing iterative methods linearly.
The methodology integrates the theoretical derivation of results on convergence and
dynamics with the computational implementation of the new scheme. Through convergence
analysis of the new family, it is verified that each of its members has a convergence order of
four for any value of the parameter. Graphical tools, such as stability surfaces, parameter
planes, and dynamic planes, are used to identify regions of the imaginary plane where each
method behaves stably or instably. Numerical tests performed on various nonlinear
equations verify the results of the convergence and stability analysis. The conclusions
highlight the efficiency and robustness of the new family, even when initial conditions are
modified, when compared to other classical fourth-order iterative methods. The results
obtained have implications for the efficient solution of scientific and engineering models.

Keywords: dynamic analysis, nonlinear equation, efficiency, stability, convergence order.
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Introduccion

La resolucion de ecuaciones no lineales mediante métodos numéricos constituye un topico
ampliamente abordado en el campo del anélisis numérico, como se evidencia en las
publicaciones de Traub (1964), Ortega y Rheinboldt (1970), Moscoso-Martinez et al.
(2024), Petkovi¢ et al. (2013), Cordero et al. (2024), entre otras. Una gran parte de los
problemas de las ciencias y la ingenieria se representa mediante ecuaciones no lineales.
Desafortunadamente, debido a la estructura mateméatica de estas ecuaciones, resulta
complicado implementar técnicas analiticas para encontrar una solucion exacta; ante esta
limitante, se requiere el uso de métodos iterativos.

Un método iterativo para resolver una ecuacion no lineal f(x) = 0,donde f:V c R > Ry
V es un intervalo abierto, consiste en la obtencion de una sucesion (x;) a partir de una
estimacion inicial x, y dicha sucesion debe converger a la solucién de la ecuacion no lineal.
Uno de los métodos iterativos mas utilizados por su sencillez y eficacia es el método de
Newton definido por:

fa)
xk+1 =Xk — ’ k: 011121"'

f6a)
El orden de convergencia de un método iterativo hace referencia a la rapidez con la cual el
método se aproxima a la solucion. El método de Newton tiene orden de convergencia dos,
inferior en comparacion con otros métodos, como los disefiados en Cordero et al. (2021) y
Zein (2024), los cuales poseen orden de convergencia tres y cuatro, respectivamente.

Un aspecto importante en la construccién de métodos iterativos es la conjetura de Kung-
Traub (1974), la cual relaciona el orden de convergencia con el nimero de evaluaciones
funcionales. En la literatura existen métodos iterativos con alto orden de convergencia que,
sin embargo, poseen un nimero de evaluaciones funcionales tal que no cumplen con la
conjetura de Kung-Traub y conllevan un mayor coste computacional (Hu y Fang, 2010;
Thota y Shanmugasundaram, 2022).

Por este motivo, en el presente trabajo se propone una nueva familia iterativa 6ptima de
orden cuatro, la cual esta en funcion de un parametro complejo a. Debido a que la familia
disefiada depende de un parametro o, es posible obtener una infinidad de métodos que
presentan un comportamiento diferente para cada valor de a; por ello, resulta necesario
realizar un analisis de estabilidad mediante el uso de herramientas de dindmica compleja,
con el fin de determinar los valores de o. que muestran propiedades adecuadas de estabilidad.
Finalmente, a partir de los hallazgos obtenidos mediante la dindmica compleja, es posible
realizar diversas pruebas numéricas para contrastar los resultados teoricos.
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Metodologia

La metodologia de investigacién implementada en este trabajo es de tipo tedrico y aplicado.
Con el proposito de construir una nueva familia iterativa, se considerard una combinacion
de dos métodos iterativos existentes. En la fase tedrica se emplearan definiciones y
resultados del andlisis numérico para determinar el orden de convergencia de la nueva
familia. Asimismo, se impondran condiciones especificas sobre el parametro asociado que
permitan simplificar la expresion general del método.

El orden de convergencia teérico serd& comparado con el orden de convergencia
computacional aproximado (ACOC, por sus siglas en inglés), establecido en Cordero y
Torregrosa (2007). Para analizar el comportamiento dindmico del método, se consideraran
diferentes condiciones iniciales. A partir de ellas, se construiran las respectivas Orbitas y se
analizaran sus estados finales. Este analisis permitira generar las cuencas de atraccion, las
cuales ilustran las regiones del plano donde la familia presenta mayor estabilidad. El criterio
de visualizacién se basara en una tolerancia predefinida del error y en un nimero maximo
de iteraciones necesarias para alcanzarla. Ademas, se examinaran los efectos del pardmetro
en la estabilidad y velocidad de convergencia del método, asi como la interaccion con los
distintos puntos fijos. Para realizar las graficas del analisis dinamico, se emplearan tanto
MATLAB como Wolfram Mathematica.

La investigacién de tipo aplicado se empleara para corroborar los resultados teéricos. Para
ello, se aplicaré el esquema a diversas ecuaciones no lineales de prueba. Los experimentos
computacionales fueron realizados en un equipo con procesador Intel(R) Core(TM) i5-
1035G1 CPU @ 1.00GHz 1.19 GHz, memoria RAM de 8 GB y sistema operativo Windows
10. Se utiliz6 MATLAB R2022b para la implementacion de los métodos iterativos y la
generacion de graficos dinamicos.

Resultados
Construccidn de la nueva familia iterativa

Se considera el método iterativo desarrollado en Abu Ghalioun y Zein (2025), dado por:

( f () —
A T

I ic2 fGadf i)

L TR T G PP () — 1200 — 2f f )
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Ademas, en Moscoso Martinez et al. (2024) se construye un método iterativo que tiene por
expresion:

I C
{yk = Xy _f’(xk)' k=012,--,
e f(yk>+2<f(yk)>2 f ()
e =Y T\ oo T ) P

Ambos métodos tienen como primer iterado y; el método de Newton. Para crear una
nueva familia iterativa se introduce un parametro @ € Cy se considera una combinacion
lineal del segundo paso de ambos métodos, definida por:

f ()
fread’

{x _ o _[t=a f(yk>+2<f(yk)>2 +1+a( f G f ) ) f ()
(M T ARVICORERVIEN 2 \F2a) = F20n) = 2f ) f ) ) 1)

Es importante observar que si se toma a = 1, el método que se obtiene es el de Abu Ghalioun
y Zein (2025), mientras que con a = —1 se tiene el método de Moscoso Martinez et al.
(2024). Por lo tanto, esta combinacion permite recuperar los métodos base, como también
permite generar métodos distintos para « #= —1y 1. La familia disefiada serd denominada
como MMA(«) en referencia a los autores de ambos métodos.

(Yk :xk_ k:0,1,2,"',

Anélisis de convergencia del nuevo esquema iterativo

A continuacion, se presentan los resultados del analisis de convergencia de la familia
MMA («) con el objetivo de establecer el orden de convergencia.

Teorema 1. Sea f:V < R — R una funcién suficientemente diferenciable en un intervalo
abierto V, y sea { unaraiz de f(x) tal que f' es continuaen { 'y f'({) # 0. Entonces, si x,
es una estimacion inicial suficientemente cercana a ¢ los miembros de la familia convergen
a ¢ con un orden de convergencia cuatro siendo la ecuacién del error:

5
Cre1 = (_E (—1+ a)A3 — A2A3) er + O(e,i),

1 9@

Donde e, = x, —{ Yy A; = TG

, paraj = 2,3,
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Demostracion. Primero, se obtiene el desarrollo en serie de Taylor para f(x;) alrededor de
laraiz ¢:

'@ ,

m (4)
Fe = @+ ©@e+ e + L g L 0 4o

3 G T ex)
. Q) L 10 L 10
‘f“)(e" GRAET G NIG)

= f'(O(ex + Azef + Azef + Ageft + 0(ep)),

ex +0(e k)>

Ahora el desarrollo para la derivada f'(x;,) es:

m 4)
P = @+ @ec+ 2 1 T8t 4 oo

'@, +1f’"(<) , 1 1f®Q |
£ 207 T3 ()

= £'(©) (1+ 246, + 345ef + 444} + 0(eft)).

=f"QOl1+ ep +0(ep)

Dividiendo el desarrollo de f(x;) con el de f'(x;) la expresion resultante es:

f () _
[ ()

Lo que implica que el primer paso de la familia viene dado por:

K — Azef + (245 — 24%)ef + (—443 + 7A,A45 — 3A)e; + O(ef).

— { = Azef + (245 + 243)e; + (443 — TA, A3 + 34,)ei + 0(e).
Con la expresion de y;, es posible obtener el desarrollo:
FO) = Q) (Azef +2(—43 + Ag)e} + (543 — TAzA; +34,)eft + O(ef) ).
Ahora, al dividir el desarrollo de f(y;) entre el de f(x;), se tiene:

f )
JAC)

= Aye, + (—343 + 24;5)e? + (843 — 104,45 + 34,)el + O(ep).
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Los siguientes productos necesarios para el segundo paso quedan dados por:

F2ea) = (F(D))%(ef + 2Azei + (A3 + 243)ef + 2(A2A3 + Agef + 0(ep)),
F2) = (' (D))?(Adei + 44,(—A% + Az)e; + 0(ep)),
Fea)f ) = (F/(Q)?(Aze — (A5 — 243)e + (3A3 — 44,45 + 3A,)e; + 0(ef)).

Por lo que al sustituir en el segundo paso de la familia iterativa la ecuacion del error es:
5 3 4 5
Ck41 = _E(_l + a)A; — AzAz ) e + O(eg).

Lo que demuestra que la familia iterativa tiene un orden de convergencia cuatro para todo
a € C. Notar que con a = 1 se simplifica la ecuacién del error obteniendo:

ex+1 = —ArAzei + 0(ep).

Una de las formas de medir la eficiencia de un método iterativo es utilizando el indice de
eficiencia de Ostrowski (1960), el cual esta definido como IE = p*/4, donde d es el nimero
de evaluaciones funcionales y p el orden de convergencia del método.

Se ha demostrado que la familia MMA(«) tiene un orden de convergencia p = 4 y un total
de 3 evaluaciones funcionales. Por lo tanto, el indice de eficiencia de Ostrowski es:

IE = 41/3 ~ 1.587401052.

La conjetura de Kung-Traub (Kung y Traub, 1974) afirma que el orden de convergencia p
de un método iterativo, con d evaluaciones funcionales por cada iteracion, no debe ser
superior a 241, Cuando se cumple que 2¢~1 = p, el método se cataloga como 6ptimo. Por
lo que, en la familia MMA(«a) se verifica que 2971 = 231 = 4 = p, lo que determina que
es Optima.

Analisis de estabilidad de la familia iterativa
Esta seccion se enfoca en el estudio de las propiedades dinamicas del operador racional
obtenido mediante la familia iterativa MMA (o). El analisis dinamico proporciona resultados

sobre la estabilidad de cada uno de los elementos de la familia en funcién de las
aproximaciones utilizadas.
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El operador racional puede obtenerse tras aplicar el esquema iterativo a una funcion no lineal
f(x); sin embargo, conviene aplicar el esquema a un polinomio cuadratico debido a su
sencillez y extrapolar posteriormente estos resultados a funciones més sofisticadas.

Proposicion 1. Sea el polinomio p(x) = (x —a)(x — b) cona, b € R. El operador racional
W (x; ) asociado a la familia MMA(«) para el polinomio p(x) es:

x*(5—5a+ (16 — 12a)x + (23 — 5a)x? + 32x3 + 28x* + 12x° + 2x%)
2+ 12x + 28x2 + 32x3 + (23 — 5a)x* + (—12a + 16)x5 + (—5a + 5)x6’

W(x;a) =

Donde a es un parametro complejo arbitrario.

Demostracion. Se considera un polinomio de grado dos en su forma general p(x) = (x —
a)(x — b) conraices a, b € R. Al aplicar la familia MMA(a) a p(x) se obtiene un operador
racional cuya expresion es:

ab—x* (a—x)(—a+x)(=b+x)

RGsa,b, @) = = 2@+ b — 2x)° ((@=D(x~b)
— — 6
(a2—6x(a+b)+4ab+b2+6x2)+(a+1)(b x)(a+b—2x) )
S(x;a,b,a)

Donde se ha definido el polinomio S(x; a, b, @) de la siguiente manera:

S(x;a,b,a) = a* + 2a3b + (13a® + 16ab + 13b*)x? — 2(a + b)(3a® + ab + 3b%)x
+a?b? + 2ab® — 14x3(a + b) + b* + 7x*.

Se observa que el operador racional esta en términos de las raices a y b aparte del pardmetro
a, por lo que para eliminar esta dependencia se hara uso de una transformacién de Mdbius

definida como:
H(z) = z—a
A
La cual cumple que H(a) = 0, H(b) = o0 y H(o) = 1. Al aplicar la transformacion de
Maobius se obtiene un nuevo operador racional que inicamente depende del pardmetro a. De
este modo:

x*(5 — 5a + (16 — 12a)x + (23 — 5a)x? + 32x3 + 28x* + 12x5 + 2x°) O
2+ 12x + 28x2 + 32x3 + (23 — 5a)x* + (—12a + 16)x5 + (—5a + 5)x¢’

W(;a)=(HoRoH D(x) =
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Una vez obtenido el operador racional, es posible determinar los puntos fijos de W (x; a).
Un punto z, € C es llamado punto fijo si satisface que W (z,; @) = z,. Por otra parte, un
punto fijo es extrafio si es distinto a las raices del polinomio p(x).

Proposicidn 2. Resolviendo la ecuacion W (x; a) = x los resultados que se obtienen son:
e x =0y x = oo son puntos fijos para cualquier ¢ € C.

.. ~ . 59
 x = 1esun punto fijo extrafio siempre que a # —.

e Lasraices del polinomio
k(t;a) = 2 + 14t + 42t + (69 + 5a)t3 + (72 + 12a)t* + (69 + 5a)t> + 42t° + 14t7 + t8,

Denotadas por s;(a) son puntos fijos extrafios parai = 1,2, -+, 8.

Los puntos fijos pueden ser clasificados seglin el comportamiento con respecto al médulo
del operador racional asociado. Por lo que un punto fijo z, puede ser:

e Atractor, si |W'(zg; @)| < 1;

e Repulsor, si [W'(zy; @)| > 1;

e Parabolico, si |W'(zy; )| = 1;

e Superatractor, si |W'(zq; a)| = 0.

Para analizar la estabilidad de los puntos fijos es necesario obtener la derivada del operador
racional W (x; a) la cual es:

4x3(1 + x)Q(x; @)
(2+ 12x + 28x2 + 32x3 + (23 — 5a)x* + (—12a + 16)x° + (—5a + 5)x®)?’

W'(x;a) =

Donde se ha definido el polinomio:
Q(x;@) = —10(—1 + a) + (45 — 35a)x + (91 — 29a)x? + (159 — a)x® — 4(—54 + a)x*
+(159 — @)x5 + (91 — 29a)x® + (45 — 35a)x” — 10(—1 + a)x®.

Proposicion 3. Los puntos x = 0 y x = oo son superatractores para cualquier a € C. El
punto fijo extrafio x =1lcona # — del operador racional W (x; a) cumple lo siguiente:

59 24
o Si |a - > 24 , entonces x = 1 es un atractor.
o Si |a - —| <— entonces x = 1 es un repulsor.

59| _ 224
e Si |a — 13| = 5> entonces x = 1 es un punto parabolico.
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Demostracion. Al evaluar el punto x = 1 en la derivada del operador racional se tiene:

224

W) =510

Al aplicar la condicion de punto fijo atractor se obtiene:
224

w'(1; 1l o |—— 1

WLl < |59—11a|< ’

Lo anterior equivale a tener |59 — 11 a| > 224 y la desigualdad implica que:
59 S 224
|“ C11l 7 1

Lo que se queria demostrar. De forma analoga se comprueban los demas resultados.

La estabilidad de los puntos fijos extrafios s;(a) seréd analizada de forma gréfica a través de
las superficies de estabilidad. Para la construccion de las superficies de estabilidad se
considera una funcion w: C —» C cuya regla de correspondencia viene dada por w(a) =
W'(s;(a); ). En el plano XY se ubican las partes reales e imaginarias de a y en el eje Z las
imagenes |w(a)]|.

Figura l
Superficie de estabilidad para x = 1

40

Requr)

Nota. Elaboracion propia.
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Figura 2
Superficies de estabilidad para x = s;(a) coni = 1,2,--,8.

a)x=s)(a), i=1,--,7. b) x = sg(a).
Nota. Elaboracion propia.

Mediante las superficies se identifican las regiones donde cada punto fijo extrafio es
repulsor, atractor o parabolico.

Un punto z, € C es llamado punto critico si cumple que W'(z,; @) = 0. Un punto critico es
libre si es distinto de las raices del polinomio p(x). El siguiente resultado muestra un analisis
de los puntos criticos y puntos criticos libres.

Proposicion 4. Los puntos criticos del operador racional W(x; @) son x =0 y x = oo.
Mientras que los puntos criticos libres corresponden a x = —1 y las raices del polinomio
de grado ocho:

u(t; @) = =10+ 10a + (—45 + 35a)t + (=91 + 29a)t? + (—159 + )t + (—216 + 4a)t*
+(=159 + a)t® + (=91 + 29a)t® + (—45 + 35a)t” + (=10 + 10a)t®

Denotadas por f;(a) parai = 1,2,---,8.

Un plano de parametros es una herramienta grafica de la dindmica compleja que permite
analizar la estabilidad de una familia iterativa. Consiste en tomar un mallado del plano
complejo, donde cada punto @ del mallado determina una estimacion inicial x, = f; (), la
cual es aplicada al esquema iterativo. Si con dicha estimacion inicial el método logra
converger a alguna de las raices del polinomio, el punto es coloreado en rojo; en caso
contrario el punto a es coloreado en negro. Para la construccion de los planos de parametros
se ha tomado la regiéon del plano complejo [—20,30] x [—25,25], un mallado de
1000 x 1000 puntos, una tolerancia de 103 y una cantidad maxima de 100 iteraciones. Se
ha considerado el codigo de MATLAB desarrollado por Chicharro et al. (2013) para la
obtencion de los planos de parametros. En las Figuras 3 y 4 se muestran los planos de
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pardmetros para cada una de las estimaciones iniciales x, = f;(a). Notar que la region de
convergencia esta contenida en el disco:
59

D={a€€:|a—ﬁ|<

224 . ., . .,
?} lo cual tiene relacién con la Proposicién 3.

Figura 3
Planos de parametros para x, = f;(a) coni = 1,2,3,4.

Im| o
Im| o}

-20 -10 0 10 20 30

(@) wy = fila), Hia) (b) gy = fala), fula)

Nota. Elaboracion propia.

Figura 4
Planos de parametros para x_0=f"i (a) con i=5,6,7,8.

Im{ a)

20 10 0 10 20 a0
Ref o}

() gy = fsla), fwla) (b) xp = fHla), fxia)

Nota. Elaboracion propia.
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A continuacion, se ilustran los planos dinamicos que sirven para verificar y extender la
informacién obtenida con los planos de pardametros. Un plano dindmico representa el estado
final de una drbita para diferentes estimaciones iniciales. Todo punto x, € C representa una

estimacion inicial y dependiendo a cudl raiz converja tras ser aplicada al método se le asigna
un color.

Para dibujar los planos dindmicos, se toman valores de a que pertenezcan a regiones estables
e inestables en los planos de parametros. Se tomara un mallado de 1000 x 1000 puntos, se
fijara una cantidad de 40 iteraciones y una tolerancia de 10~3. Se ha considerado el codigo
de MATLAB desarrollado por (Chicharro etal., 2013) para la obtencion de los planos

dinamicos.

(a=0 ha=| ) a=-1

Figura 5
Planos dinamicos para a € {0,1, —1}.

“h
r.,u
n:.

”l-ﬂ
Nota. Elaboracion propia.

Figura 6
Planos dinamicos para a € {2, —2}.

3

1

B
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'

2
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Refz)

@a=2 hya==2

iz

Nota. Elaboracion propia.

Para obtener los planos dindmicos mostrados en las Figuras 5 y 6, se han tomado los valores
a € {—2,—1,0,1,2} que pertenecen a zonas de convergencia en los planos de parametros.
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Ademas, con a = 1 se ha observado que se simplifica la expresion del operador racional
W (x; @), mientras que para « = —1 la ecuacion del error ey, se hace méas simple.

e Para a = —1 se obtienen dos cuencas de atraccion que son las de x = 0y x = o0. La
cuenca de x = 0 corresponde a los dos circulos de color naranja y la cuenca de x = o
es representada en color azul. En este caso, se tienen tinicamente tres puntos criticos.

e Con a =1 se obtiene exactamente el plano dinamico mostrado en Moscoso Martinez
et al. (2024). Ademas, Gnicamente existen dos puntos criticos.

Al tomar los valores de ¢ = —2,0,2 se sigue observando una dindmica estable en los planos.
Sin embargo, la cantidad de puntos criticos se ve incrementada a diez para cada uno.

Figura 7
Planos dinamicos para o € {10,20,-10}.

Imiz)

Redx) Re(z} Refz)

(a)a =10 (b)a=20 c)a=~-10

Nota. Elaboracion propia.

Figura 8
Planos dinamicos para ¢ € {59/11, —20}.

1

Iy

Moz} : Rel
59
(o) = b) 20

Nota. Elaboracion propia.
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Para la construccion de los planos dindmicos con comportamiento inestable mostrados en

las Figuras 7 y 8, se han considerado los valores a € {10,20,—10,—20,%}, ya que

pertenecen a zonas de no convergencia en los planos de parametros.

Fijando ¢ = —10, se tienen cuatro cuencas de atraccion, las asociadas a las dos raices
del polinomio y otras dos representadas en color verde y rojo que son de los atractores
x = 0.8073 £ 0.5902i.

Con a = —20, segun la Proposicion 3 se tiene que el punto fijo extrafio x = 1 es
atractor, por lo que la cuenca de color verde esté relacionada con dicho punto, lo que
puede producir un comportamiento cadtico y que las estimaciones iniciales converjan
hacia ¢l y no a las raices.

59 . .
Con los valores de a = 10’20’H existen tres cuencas de atraccion en los planos

dindmicos: dos correspondientes a las raices y una tercera, representada en color negro,
lo que indica que el método no logra converger para dichas estimaciones iniciales. De

. 59 . N .
forma particular con a = T X= 1 no es un punto fijo extrafio, lo que verifica la
Proposicion 2; a pesar de eso se evidencia un comportamiento inestable.

Discusion

En esta seccion se llevaran a cabo diversas pruebas numéricas para confirmar la validez de
los resultados relacionados con la convergencia y la estabilidad de la familia MMA(«). Para
realizar las pruebas numéricas, se tomara en cuenta un valor del parametro a que genere un
método estable y otro valor de a que genere un método inestable, y cada uno de los métodos
sera aplicado a diez ecuaciones no lineales que se muestran en la Tabla 1.

Tabla 1
Ecuaciones no lineales de prueba

Ecuaciones no lineales Raices
hi(x)=x3—-2x24+5=0 { ~—1.24189
hy(x) =2++/x24+2x+5—x24+3=0 { =~ —1.70251
hy(x) =sin"1(x2 = 1) +=x2—1=0 { ~1.15289
hy(x) =tan™1(x®) +/x2+2x—4=0 { ~ 1.78793
hs(x) = xe*" —sin?(x) + 3 + cos(x) + 5 = 0 { ~—1.20764
he(x) =/x2+2x+5—sin(x) —x2+3=0 { =~ —2.57316
h,(x) =x*—e*—3x+2=0 { =~ 0.25753
hg(x) = x3 — e~ _ 2 =0 { ~ 1.33480
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Ecuaciones no lineales Raices
h(x) =log(x) +Vx—-5=0 { ~ 8.30943
hio(x) =x3+x2+x—-2=0 { ~ 0.81053

Nota. Elaboracion propia.

Para realizar las pruebas numéricas se utiliza el programa MATLAB 2022b, con una
aritmética de precision variable de 500 digitos de mantisa. Como criterio de parada, se
establece que |f (xx+1)| < 1071900 |xp4q — x| < 107190y se fija un ndmero méaximo de
30 iteraciones. Para verificar el orden de convergencia teérico, se obtendra el orden de
convergencia computacional aproximado (ACOC) definido en Cordero y Torregrosa (2007).
el cual se encuentra como:

In |xj+1 ~ xj|
% = %]

)
n |xj —xj_1|

|xj—1 - x,-_2|

ACOC = =23,

1

Si el método no converge en las 30 iteraciones, el ACOC es indicado como “n.c”, y si el
ACOC no logra estabilizarse en torno al orden de convergencia tedrico, se utiliza “-”.
Finalmente, se incluira el tiempo de ejecucién en cada prueba.

En las pruebas numéricas se tomaran los pardmetros a =0y a = —10. Con @ = 0 se
obtiene un comportamiento estable, esto se puede verificar en los planos dindmicos y planos
de pardmetros. En cambio, con a = —10, se evidencia un comportamiento inestable, tal
como lo muestra el respectivo plano dindmico. Ademas, para « = —10, (segun la Figura
2b), el punto fijo extrafio sg(a) es atractor, lo que puede provocar que las estimaciones no
converjan a la solucion.

Para evaluar la sensibilidad del método frente a las condiciones iniciales, se tomaran tres
estimaciones, las cuales se tomaran en funcion a su distancia con la raiz ¢. Particularmente,
las estimaciones seran x, = {, x, = 3{ Y xo = 10{. A partir de estos resultados es posible
concluir la robustez del método y cdmo las condiciones iniciales influyen en el proceso de
la busqueda de la solucién aproximada.

Tabla 2
Resultados de las pruebas numéricas para MMA(0).

Funcion X [Xpr1 — Xkl lf (Xr1)] Iteraciones ACOC  Tiempo
Xo = ¢
hy 0.8 7.9275 x 10795 1.7777 4 4.0000 0.08108
X 10—376
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Funcion X [Xpp1 — Xil If (Xr1)] Iteraciones ACOC  Tiempo

h, -0.5  2.5278 x 10731 2.5222 3 3.9714  0.12966
x 107125

hs 1.9 3.2720 3.9961 4 4.0000 0.09398
X 10—101 X 10—4—03

h, 1.7 3.2317 x 10°%7 1.7603 3 40012  0.08777
X 10—108

hs —1.1 89414 x 107 7.0947 4 3.9997  0.09558
X 10—14—4—

hg —2.6  5.1296 x 10733 1.6722 3 3.9961 0.10314
X 10—130

h, 0.3 5.0421 8.0408 3 40025  0.04577
x 10733 x 107140

hg 1.3 45676 x 107% 1.7247 4 40000 0.06748
X 10—381

ho 8.2 3.6585 x 10737 3.2372 3 3.9997  0.06195
x 107151

hio 0.8 1.4327 x 10732 1.7041 3 4.0029  0.04510
X 10—127

Xy = 3{

hy 2.4 3.7659 x 10 9.0533 x 10717 5 3.9995  0.13208

h, -1.5 1.7231 x 10°6'  5.4464 x 10724 5 3.9999  0.26036

hs 5.7 1.0328 x 103" 3.9678 x 107125 5 4.0144  0.09397

h, 1.7 1.3585x 102 5.4967 x 1071 4 3.9989  0.15262

hs 5.1 9.7755x 10 1.0136 x 107310 8 4.0000  0.25394

he -7.8 2.1944 x 103 5.6007 x 1013 5 3.9969  0.15988

h, 0.9 1.7577 x 10 1.1876 x 1073¢! 4 4.0000  0.05402

hg 5.2 1.1063 x 1032 5.9354 x 107128 5 3.9971  0.07748

ho 24.6 5.0721 x 107 1.1959 x 1072 7 4.0000  0.12558

Rio 2.4 4.6921 x 10*  1.9600 x 10713 5 3.0998  0.08705

Xo

hy 8.0 3.8196 x 1027 9.58038 x 10719 6 3.9918  0.16444

h, —-5.0 7.0436 x 107%  2.05908 x 108! 5 3.9996  0.19291

hs 19.0 5.8374 x 1047 4.04817 x 10718 6 3.9985  0.13096

h, 17.0 9.5630 x 1071%  1.34965 x 1073 5 4.000 0.1563
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Funcion X [Xpp1 — Xil If (Xr1)] Iteraciones ACOC  Tiempo
hs -11.0 n.c n.c n.c n.c n.c
he —26.0 1.2974 x 10755 6.84452 x 102! 6 3.9999  0.18133
h; 3.0 47384 x 107%  6.27101 x 107180 5 3.9995  0.097001
hg 13.0 8.7123 x 10 2.28338 x 102 7 40000  0.1549
hqg 82.0 n.c n.c n.c n.c n.c
hio 8.0 43557 x 103 1.45535 x 102! 6 3.9962  0.11421

Nota. Elaboracion propia.

Tabla 3

Resultados de las pruebas numéricas para MMA(—10).

Funcion Xo [Xpr1 — Xl If (Xps1)] Iteraciones ACOC Tiempo
Xo & ¢
h, 0.8 7.1555%10°7 1.4544x107283 4 4.0000 0.06092
h, —-0.5 9.0599x107! 6.2468x10712 3 3.9569  0.10560
hs 1.9 3.7868%10763 7.0501x1072% 4 4.0000 0.07224
h, 1.7 8.0971x107 2.0847x1073! 4 4.0000 0.09953
hs -1.1 1.1287x10°™ 2.9734x10°28! 5 4.0000 0.12509
he —2.6 2.2903x10°28 5.7335x10°'1 3 3.9940  0.07925
h, 0.3 8.3410x10 3.1300x10°12¢ 3 3.9876  0.04108
hg 1.3 9.0788%10°7 3.4515%1072 4 4.0000 0.06180
h 8.2 1.3092x102° 1.6991x10711° 3 4.0009  0.04549
hyo 0.8 5.0446x107% 3.3647x1071%¢ 3 4.0037 0.04313
xo = 3¢

hy 2.4 1.5038x10°#2 2.8376x107326 13 4.0000 0.23772
h, —-1.5 3.1090%x10°27 8.6633x1071 9 4.0521  0.29875
hs 5.7 1.5954x10762 2.2213x10724 8 4.0000 0.16470
hy 1.7 1.7138x10°7 4.1838x10722 4 4.0000 0.11395
hs 5.1 n.c n.c n.c n.c n.c
he —7.8 8.5982x10% 1.1387x107104 11 3.9919  0.30607
h; 0.9 6.6327x10°¢ 1.2515%10734 4 4.0000 0.06353
hg 5.2 n.c n.c n.c n.c n.c
hg 24.6 n.c n.c n.c n.c n.c
hyo 2.4 2.1012x1077 1.0122x107301 13 4.0000 0.19348
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Funcion X [ X1 — Xl If (Xri1)] Iteraciones ACOC Tiempo
xo ~ 107

hy 8.0 n.c n.c n.c n.c n.c
ha —5.0 1.7744x107% 9.1921x107226 10 4.0005 0.47571
hs 19.0 4.3101x10 1.1832x1073% 11 4.0000  0.33387
hy 17.0 6.7542x1077 1.0093x1072# 5 4.0000  0.15014
hs —11.0 n.c n.c n.c n.c n.c
he —26.0 4.4476x107 8.1531x10712¢ 8 3.9969  0.39182
h, 3.0 n.c n.c n.c n.c n.c
hg 13.0 n.c n.c n.c n.c n.c
hg 82.0 n.c n.c n.c n.c n.c
hio 8.0 n.c n.c n.c n.c n.c

Nota. Elaboracion propia.

En las Tablas 2 y 3 se muestran los resultados numéricos para los dos pardmetros elegidos.
Con a = 0 y considerando una estimacion cercana a la raiz (x, = {) se observa que el
método MMA(0) logra converger a la solucion utilizando tres o cuatro iteraciones en cada
una de las ecuaciones. EI ACOC tiende a estabilizarse alrededor del orden de convergencia
tedrico del método. Y los tiempos de ejecucion estan por debajo 0.13 segundos.

Para x, ~ 3¢ la cantidad de iteraciones se ve incrementada, pues se requieren entre cuatro
y ocho iteraciones para alcanzar la tolerancia predeterminada. Lo mismo ocurre con el
tiempo de ejecucion, pues el mayor tiempo fue de 0.26036 segundos. A pesar de eso, se
observan resultados favorables para |[xj .1 — Xk | Y |f (Xk+1)]-

Finalmente, si se toma x, = 10, el método MMA(0) no logra converger a la solucién de
las ecuaciones hg y ho. Para el resto de ecuaciones, el método logra converger utilizando
entre cinco v siete iteraciones con valores del ACOC aproximandose a cuatro. Ademas, el
tiempo de ejecucion es a lo més de 0.19261 segundos. Por lo que, descartando esas dos
ecuaciones, se confirma que el método es robusto al tomar estimaciones iniciales muy
lejanas a la raiz.

Seleccionando a = —10 y la estimacion inicial x, ~ { se necesitan entre tres y cinco
iteraciones para alcanzar la tolerancia establecida. Se puede decir que se presenta un
comportamiento similar al del caso de @ = 0, con la excepcion que, en la ecuacion hs se
necesitan ahora cinco iteraciones. En todos los casos, el ACOC se estabiliza cerca de cuatro
y el mayor tiempo de ejecucién fue de 0.12509 segundos.
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Para x, = 3¢, se observa que el método no logra converger para las ecuaciones hs, hg Yy hq.
La menor cantidad de iteraciones que se realizaron fueron cuatro en las ecuaciones hy y ho,
mientras que la ecuacion h, necesito una cantidad de trece iteraciones. Lo que implica que,
el tiempo de ejecucion fue superior debido al incremento de las iteraciones que se realizaron,
oscilando entre 0.06353 y 0.30607 segundos.

Con x, =~ 10¢, se observa que el método Unicamente logra converger en el caso de las
ecuaciones h, hs, hy Y hg. Con estos resultados se confirma que, para « = —10 el método
adquiere un comportamiento inestable al considerar estimaciones iniciales mas lejanas de la
raiz.

Ahora, se consideran siete métodos iterativos de orden cuatro para realizar un analisis
comparativo con un método estable de la familia MMA(«). El valor a tomar sera a« = 0.5,
se utilizaran las misma especificaciones que fueron descritas anteriormente. Los métodos
gue se seran empleados en esta comparativa son los siguientes:

e El método de Ostrowski (1960), denotado como MO y definido como:

b SO

F10a)’
e O
U4 =Y T F ) — 2f ) f1 0

Yk =

k=012,

e El método de Jarratt (1969), denotado como MJ y su expresion iterativa es:

2 f()
U3 ()
o X f () <3f'(}’k) + [ ()
LT 21 00) \3F i) — 1 ()

Yk =X

), k=012

e El método de Artidiello (2014), denotado como MA y esta definido como:

f@)
Foa)’

kxkﬂ =Yk _<1+2

k=012,--,

f(%c)) fO)
flx)) f'(xa)

()’k = Xk
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e El método disefiado en Tassaddiq et al. (2025) denotado como MT y su expresion es:

2 @) o
{YR, = X —§f,(xk), k=012,--,
{x =x +<z_§f’(yk)> (f(xk))_ 8f (xx)
7T\ 4 )\ o)) FGa) +3F )

e El método construido en Cordero et al. (2023) denotado como MCL y su expresion es:
( 2 f(xx)

=x,—=—, k=012,
! YT T3 )

ol S G913

Donde se consideray = %y W, = _ﬁ’g‘]kg
'Yk

e El método disefiado en Cordero et al. (2022) denotado como MCMJ y su expresion es:

(vo—y SO o
!yk—xk ) k=012,--,

f ) [1 <f(yk)>3 'y (f(n))z SO0

lx"“ ~ T P |6\ F G o)) " fla)

e El método propuesto en Kou et al. (2007) denotado como MKy su expresion es:

(
Jyk=xk—%, k=0,1,2,"',

e = — 1 f2(x) + f2()
L"“ R fea) - fOn)

En las Tablas 4, 5 y 6 se muestran los resultados obtenidos para las pruebas numéricas para
el valor del parametro estable @ = 0.5 y tomando una estimacion inicial x, = {. Por cada
ecuacion h;(x) con i = 1,2, ---,10 se incluyen cada uno de los métodos que se han
considerado.
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Tabla 4

Rendimiento numérico de métodos iterativos en ecuaciones no lineales para x, = ¢ (1/3).

Funcién Méto [Xps1 — Xkl [f el Iteraciones ACOC Tiempo
do

h, MMA 5.3160x1072¢ 1.5590x1071t 3 4.0120 0.056763

xo = 0.8 MO 8.9752x107% 9.3592x10710 3 4.0057 0.051244

MJ 8.9752x107% 9.3592x10710 3 4.0057 0.050840

MA 6.8267x107%8 2.0848x107348 4 4.0000 0.054135

MT 3.8133x10° 1.1673x1073° 4 4.0000 0.076675

MCL 2.0532x107°8 5.6049%x107*! 4 4.0000 0.091018

MCM  3.0775x10%  8.3048x10 4 40000  0.063597

MK 3.8133x10° 1.1673x1073%° 4 4.0000 0.060175

h, MMA  2.3469x1073! 1.8270x10712* 3 3.9724 0.106970

xo = —0.5 MO 2.3123x1073! 1.7126x107'?* 3 3.9726 0.084092

MJ 1.8194x1073 5.3269x10712¢ 3 3.9872 0.117550

MA 2.9222x10731 4.7297x1071% 3 3.9695 0.083164

MT 2.0690x1073 9.3613x10712¢ 3 3.9850 0.088116

MCL 1.9213x1073! 6.7660x10712¢ 3 3.9863 0.101070

MCM 2.8946x1073! 4.5391x10712% 3 3.9696 0.099559

M‘K 2.6038x1073! 2.8679x107'12 3 3.9710 0.083039

h MMA 3.5033x107° 2.0308x10737 4 4.0000 0.081411

Xo =19 MO 1.8268x107*! 1.8793x1073¢3 4 4.0000 0.09623

MJ 7.9901x107%¢ 2.3075x1071o 3 3.9657 0.06142

MA 6.1095%107% 5.2139%1073° 4 4.0000 0.066254

MT 2.2612x107%8 5.6171x1073! 4 4.0000 0.090554

MCL 4.8064x107100 3.0604x1073%8 4 4.0000 0.082447

MCM 1.6196x107% 2.4193x10733! 4 4.0000 0.090322

M‘K 2.1043x1074 2.0143x107%7 4 4.0000 0.094050

hy MMA 5.6066x107° 4.0703x1073% 4 4.0000 0.145170

xo = 1.7 MO 5.4549x1078 4.0911x1073! 4 4.0000 0.141630
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Funcién Méto [Xps1 — Xkl [f )l Iteraciones ACOC Tiempo
do

MJ 7.8331x107%¢ 9.6803x10710 3 4.0208 0.075112

MA 1.9800x107*° 5.2220x107%7 4 4.0000 0.098559

MT 6.8405%107%7 3.1476x107107 3 4.0302 0.090516

MCL 2.3241x10728 2.5926x107113 3 4.0084 0.072334

MCM 2.8926x107100 2.1445%x1( 400 4 4.0000 0.164610

M‘K 1.2095%1073! 1.3089x10712¢ 3 3.9058 0.066138

Nota. Elaboracion propia.

Tabla 5

Rendimiento numérico de métodos iterativos en ecuaciones no lineales para x, = ¢ (2/3).

Funcion Método  |xp.q — x4l |f(ers)l Iteraciones ACOC Tiempo

hs MMA  2.0299x105  4.2377x1072® 4 3.9999  0.105680

Xy = —1.1 MO  24243x107  2.6777x1072%° 4 4.0000  0.098740
MJ 770131076 4.5165x107268 4 4.0000  0.122500

MA 1.1702x1035  5.3078x10713% 4 3.9993  0.102590

MT  8.1240x10%  6.5557x1017 4 3.9998  0.108580

MCL  1.1954x107%°  1.4420x10'° 4 4.0000  0.122690

MCMJ  3.7043x1073%  5.1138x107140 4 3.9993  0.115300

MK 486110 8.1188x10716 4 3.9998  0.123060

hy MMA  4.8705x103  8.4086x1071% 3 3.9970  0.088875

Xo = —2.6 MO  2.6203x10%  6.1760x1071% 3 3.9976  0.073046
MJ 2.1172x107%  2.5228x107136 3 3.9976  0.070031

MA  8.4452x10%2  2.1656x107125 3 3.9953  0.061851

MT  9.5016x10%*  2.2244x10712 3 3.9961  0.080876

MCL  1.5043x10*  9.5963x1071% 3 3.9969  0.076475

MCMJ  7.3172x102  1.1852x10715 3 3.9954  0.065947

MK 1.0509x10732  3.3949x10712° 3 3.9962  0.084708

h; MMA  1.671x103¢  1.2704x10717 3 4.0000  0.066588

xo =103 MO 20664x103*  3.1118x107' 3.9997  0.044890
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Funcién Método  |xj4q — x4l |f(ersn)l Iteraciones ACOC Tiempo
MJ 9.6462x10*  1.9962x1071 3 4.0003  0.039844

MA  99771x10%  4.6867x10'+ 3 40167  0.037691

MT  2.4499x103*  6.0841x1071 3 4.0034  0.040670

MCL  56838x10%  2.1361x1013 3 4.0014  0.044961

MCMJ  14694x103%  2.4447x10714 3 4.0148  0.040243

MK 28691x1035  7.3851x10'* 3 4.0041  0.035963

hg MMA  1.7576x1026  1.5462x1071% 3 4.0106  0.10465
xo =13 MO  2.3933x10%7  3.7795x10°17 3 4.0004  0.042285
MJ 235771027 3.5488x10717 3 4.0004  0.080424

MA  62361x10%  1.3076x1073 4 4.0000  0.055801

MT  2.5432x10°  2.0480x10°%7 4 4.0000  0.081862

MCL  7.708x107'%°  9.6108x107” 4 4.0000  0.073740

MCMJ  2.7712x10%  4.9155x1073* 4 4.0000  0.100130

MK 2.5795x10°*  2.1689x10™ 4 4.0000  0.071162

Nota. Elaboracion propia.

Tabla 6

Rendimiento numérico de métodos iterativos en ecuaciones no lineales para x, = ¢ (3/3).

Funcién Método [Xps1 — Xkl If (Xpes1)| Iteraciones ACOC  Tiempo
ho MMA 2.2143x107% 2.3904x1071%¢ 3 4.0024  0.131560

X, = 8.2 MO 1901310 2.0314x107'52 3 4.0012  0.053045
MJ 3.8044x107% 1.4863x107"*° 3 4.0013  0.075607

MA 4.4574x107% 2.9250x107138 3 4.0005 0.037770

MT 1.5574x107% 2.2195x107144 3 4.0009 0.047220

MCL 4.5429%107% 4.9912x107'53 3 4.0009  0.056460

MCM]  3.4469x103*  9.9327x107* 3 4.0006  0.041583

MK 4.3597x107% 1.0577x10714¢ 3 4.0008  0.038904

hio MMA 1.5975%1073 1.0734x10713 3 4.0026  0.069138
x, = 0.8 MO 2.6210x107% 5.5176x107"*° 3 4.0010  0.051888
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Funcién Método |xps1 — Xl [f (sl Iteraciones ACOC  Tiempo
MJ 2.6210x107% 5.5176x107"° 3 4.0010  0.039732

MA 7.1564x1073! 2.3173x10712° 3 4.0032  0.036821

MT 4.0140x10732 1.2986x1071 3 4.0023  0.040842

MCL 2.0592x107% 4.9953x1073! 3 4.0017  0.052987

MCMJ 5.9352x1073 1.0567x10712° 3 4.0031 0.076812

MK 4.0140x10732 1.2986x10712 3 4.0023  0.042065

Nota. Elaboracion propia.

Se puede observar que el método MMA(0.5) presenta un rendimiento competitivo frente a
los deméas métodos. En algunas ecuaciones, realiza la menor cantidad de iteraciones, al igual
que métodos clasicos como MO y MJ. Esto se evidencia en las funciones h; y hg, donde
MMA(0.5) sobresale frente al resto de los métodos, necesitando de tres iteraciones para
lograr la tolerancia. En el resto de ecuaciones, todos los métodos realizan la misma cantidad
de iteraciones; sin embargo, en algunos casos el método MMA(0.5) se sita como uno de
los métodos que presenta los errores mas bajos. Esto se observa, por ejemplo, en las
funciones hg, hg, ho Y hyp, donde, junto con MO y MJ, destacan por poseer valores menores
en los errores |xg41 — x| Y |f (k1)

Tabla 7

Rendimiento numérico de métodos iterativos en ecuaciones no lineales para x, = 10{ (1/4).

Funciéon Método  |xp.q — Xkl If (Xpes1)| Iteraciones ACOC Tiempo
hy MMA  3.5395x10%  3.0638x1077 6 3.9994 0.097733

Xy = 8.0 MO  6.0277x1073  1.9041x107% 3.9986 0.114370
MJ 6.0277x107%  1.9041x107'*7 6 3.9986 0.072184

MA 3.7803x10*  1.9603x107'" 7 3.9996 0.079888

MT 2.0209x10%  9.2074x107*! 7 4.0000 0.101690

MCL 2.0343x10°%  5.4021x107%3 7 4.0000 0.103580

MCMJ  3.7259x107%  1.7844x107 7 3.9997 0.089682

MK 2.0209x107%  9.2074x107>! 7 4.0000 0.103360

Nota. Elaboracion propia.
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Tabla 8

Rendimiento numérico de métodos iterativos en ecuaciones no lineales para x, = 10{ (2/4).

Funcion Método  |xj4q — x4l [f (i)l Iteraciones ACOC Tiempo
h, MMA 3.6811x107"  8.7814x10728 11 4.0000 0.37168
Xy = —5.0 MO 2.7803x10°7"  3.5801x10728 5 4.0000 0.14019
MJ 3.4429%x10%°  6.8309%1071% 15 3.9968 0.45769
MA 2.7228%107%  3.5650x107'% 6 4.0067 0.17649
MT 4.1799x10°%  1.5596x10252 7 3.9999 0.20045
MCL 1.4854x107%¢  2.4173x10714¢ 7 4.0050 0.29243
MCMJ  2.3727x107%%  2.0494x107'%3 6 4.0066 0.21024
MK 2.607x10°77  2.8817x1073* 6 4.0000 0.18146
hs MMA  3.4962x107% 2.0143x107'*8 6 3.9998 0.22053
x, = 19.0 MO 1.8457x104  1.9583x107'8 6 4.0002 0.11249
MJ 2.3115x10%*  1.6161x10°2'* 6 3.9998 0.14870
MA 3.9042x10°%  8.6946x10724 7 4.0000 0.13007
MT 5.2275%x1077  1.6046x107145 6 4.0003 0.15546
MCL 1.3641x107%  1.9858x1071% 6 3.9996 0.16404
MCMJ  7.6722x107%  1.2182x10734 7 4.0000 0.18023
MK 1.0198x107°%  1.1111x107** 7 4.0000 0.17241
hy MMA  2.4684x107°2  1.5292x1073 5 4.0000 0.143070
x, = 17.0 MO 2.9920x107°"  3.7029x1073¢ 5 4.0000 0.105070
MJ 5.0866x10777  1.7214x1073%7 5 4.0000 0.127730
MA 1.3024x107°  9.7760x10-3%¢ 5 4.0000 0.142400
MT 2.4220x107%  4.9468x1073*! 5 4.0000 0.163760
MCL 1.9060x107%  1.1727x1073%7 5 4.0000 0.114330
MCMJ  9.1983x107°  2.1929x1073° 5 4.0000 0.108410
MK 2.7701x1072¢  3.6010x1071% 4 4.0369 0.084214

hs MMA n.c n.c n.c n.c n.c

x, =-—11.0 MO n.c n.c n.c n.c n.c
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Funcion Método  |xj4q — x4l [f (i)l Iteraciones ACOC Tiempo
MJ n.c n.c n.c n.c n.c
MA n.c n.c n.c n.c n.c
MT n.c n.c n.c n.c n.c
MCL n.c n.c n.c n.c n.c
MCMJ n.c n.c n.c n.c n.c
MK n.c n.c n.c n.c n.c

Nota. Elaboracion propia.

Tabla 9

Rendimiento numérico de métodos iterativos en ecuaciones no lineales para x, ~ 10 (3/4).

Funcion Método [t — Xl |f (ra)l Iteraciones ACOC Tiempo
he MMA 9.5826x107%  1.2600x1073+ 6 4.0000 0.189960

Xq = —26.0 MO 1.5348x107°  7.2698x1073! 6 4.0000 0.130910
MJ 1.9695x10°7  1.8892x1073%8 6 4.0000 0.181770

MA 2.6180x107%°  1.9998x107'*° 6 3.9998 0.159470

MT 8.7298x10*  1.5851x107'% 5 4.0003 0.132740

MCL 1.0457x1072%  2.2406x107'*3 5 4.0072 0.130590

MCMJ 7.7282x107%2  1.4748x1072% 6 3.9998 0.144230

MK 6.9412x103  6.4621x10713° 5 3.9963 0.104550

h, MMA 1.1004x1073  2.3890x107'34 5 3.9995 0.076014

xo = 3.0 MO 24153102 5.8076x107'! 4 3.9971 0.064097
MJ 9.0755x107%°  1.5641x107''® 4 3.9985 0.052947

MA 3.3504x10%  5.9596x10723 5 3.9986 0.064213

MT 2.4768x107%  6.3556x10732 5 4.0000 0.063681

MCL 2.7944x10°  1.2480%x107%7¢ 5 4.0000 0.078686

MCMJ 2.1432x107%%  1.1064x107213 5 3.9989 0.076512

MK 9.0892x107%  7.4380x107%*° 5 4.0000 0.059983

hg MMA 1.4108x1073°  6.4201x107'2° 6 3.9949 0.126550

xo = 13.0 MO 2.0437x107%  2.0098x1073! 7 4.0000 0.097632
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Funcion Método [Xp1 — x4 If(xps1)l Iteraciones ACOC Tiempo
MJ 1.2910x10°"  3.1903x 1073 7 4.0000 0.112390
MA 5.4336x10°¢  7.5371x10°3% 8 4.0000 0.108790
MT 1.2852x107%  1.3358x107'4 7 3.9989 0.102940
MCL 5.6190x10%*  2.7130x1072" 7 3.9999 0.105960
MCMJ 2.0598x107°  1.5003x1073%° 8 4.0000 0.138610
MK 2.5390x107%  2.0360x 10742 7 3.9989 0.127610
he MMA 4.9953x10°%  6.1911x1072'3 8 3.9998 0.186730
x, = 82.0 MO 1.2703x107  4.0476x1073! 6 4.0000 0.080519
MJ 4.5453x107%¢  3.0285x1071% 5 3.9980 0.072154
MA n.c n.c n.c n.c n.c
MT n.c n.c n.c n.c n.c
MCL n.c n.c n.c n.c n.c
MCMJ n.c n.c n.c n.c n.c
MK 3.7135x107  5.5670x1072% 18 4.0000 0.237690

Nota. Elaboracion propia.

Tabla 10

Rendimiento numérico de métodos iterativos en ecuaciones no lineales para x, = 10¢
(4/4).

Funcion Método [Xpi1 — Xkl [f (i)l Iteraciones ACOC Tiempo
hio MMA 1.1821x10%  3.2186x107'° 6 3.9998 0.119880
Xo = 8.0 MO 3.1834x10%  1.2006x107's 6 3.9996 0.076242
MJ 3.1834x107% 1.2006x107158 6 3.9996 0.082261
MA 8.8374x10%"  5.3888x1072% 7 3.9999 0.082152
MT 1.0900x1077>  7.0617x107288 7 4.0000 0.096249
MCL 44120102 1.0526x107°! 6 3.9935 0.082702
MCMJ  6.3478x10%  1.3826x10720¢ 7 3.9999 0.099838
MK 1.0900x107  7.0617x107288 7 4.0000 0.083849

Nota. Elaboracion propia.
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En las Tablas 7, 8, 9 y 10, se muestran los resultados numéricos, pero tomando una
estimacion muy lejana a la raiz. Al realizar el experimento con la estimacion inicial x, =
107, se puede apreciar que el método MMA(0.5) sigue sobresaliendo en algunas ecuaciones
al requerir la menor cantidad de iteraciones. Por ejemplo, en las ecuaciones hq,hs, hg Y hqy,
el método MMA(0.5) necesita seis iteraciones junto con MO y MJ, por lo que tiene un
desempefio competitivo respecto a los métodos clésicos y sobresale de los métodos MA,
MT, MCL, MCMJy MK. En el caso de la ecuacion hq, la mayoria de los métodos presentan
problemas de convergencia con excepcion de MMA(0.5), MO, MJ y MK. Las limitaciones
del método MMA(0.5) se evidencian en las funciones h, y hq: en el caso de la funcion h,
el método necesita de 11 iteraciones para encontrar la solucién aproximada, mientras que en
hg no logra converger a la solucién, lo mismo ocurre con el resto de los métodos para dicha
ecuacion.

Mediante las pruebas numéricas se pueden verificar los resultados del analisis de
convergencia y de la dindmica compleja del operador racional W (x; a). En todos los casos
el ACOC se aproxima a cuatro lo cual tiene concordancia con el orden de convergencia
tedrico demostrado en el Teorema 1. Al elegir dos parametros distintos, en este caso a = 0
y a = 10, se evidencia la influencia que tienen sobre la convergencia hacia la solucion
aproximada de las ecuaciones no lineales.

Conclusiones

En este trabajo se construy6é una nueva familia iterativa mediante la combinacion de dos
esquemas iterativos propuestos previamente. Al analizar el orden de convergencia
detalladamente mediante desarrollo en series de Taylor, se demostrd que el método tiene
orden de convergencia cuatro sin importar que valor se le asigne al parametro. Asimismo,
dicha familia cumple en ser 6ptima en el sentido de Kung-Traub.

El anélisis de la estabilidad permiti6 la obtencion del operador racional y a su vez estudiar
los puntos fijos y criticos. Con la construccion de los planos de parametros y planos
dinamicos, fue posible obtener informacion sobre las regiones que proporcionan métodos
estables de la familia. Algunos valores estables identificados fueron « € {0,—1,1,2 — 2};
existen una infinidad de valores que dan lugar a métodos estables, siempre que se mantenga
dentro del radio de convergencia en los planos de parametros, pero algunos proporcionan
una dindmica mas compleja, aumentando la cantidad de puntos fijos extrafios y puntos
criticos libres.

En las pruebas numéricas se han podido corroborar los hallazgos del analisis de

convergencia y de estabilidad, ya que el orden computacional aproximado era muy cercano
a cuatro en los experimentos. Mientras que al elegir al seleccionar un parametro estable y
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otro inestable, se notaba una diferencia considerable en términos del nimero de iteraciones
y los errores.

Una futura linea de investigacion que se deriva de este trabajo es la implementacion de la
familia en el caso de sistemas de ecuaciones no lineales F(X) = 0, dado que hay problemas
cientificos que involucran mas de una variable y es necesario plantear un sistema no lineal.
Para ello, es necesario trabajar con la notacion adaptada al caso multidimensional, el uso de
vectores y matrices jacobianas, y de esta forma verificar que los resultados obtenidos para
ecuaciones no lineales se extienden adecuadamente al trabajar en sistemas no lineales de
dimensionn > 1.
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