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Introduccion

La Teoria de Juegos es una rama de la
Economia, sustentada en las matematicas, que
estudia las decisiones de un individuo o de una
empresa, quienes para tener el éxito buscado
deben tener en cuenta las decisiones tomadas
por el resto de los agentes que intervienen
en una situaciéon determinada o en un juego
estratégico; de la misma manera, los demds
agentes actuaran pensando segliin crean que
van a ser nuestras actuaciones. Se analizan los
métodos de actuacion y comportamiento de
las personas con base en predicciones que las
personas hacen de las decisiones de los otros

participantes en el juego estratégico.

La Teoria de juegos se aplica todos los dias en
el campo empresarial, al tomarse decisiones no
solamente basadas en los posibles beneficios
inmediatos que podriamos obtener, sino
en las reacciones y estrategias que nuestra
competencia podria adoptar ante la decisién

que hemos tomado como empresa.

En el andlisis microeconémico convencional
dos paradigmas de comportamiento empresarial
son el de la competencia perfecta y el del
monopolio. Estos dos casos tienen algo en
comun: pueden analizarse ignorando el
comportamiento de los rivales. En el caso del
primero hay tantas empresas, y cada una es

tan pequefia en relacién con el mercado, que

se comportan bajo el supuesto de que sus
decisiones no tendran efecto perceptible sobre
las otras empresas. En el caso del monopolio,
la empresa puede ignorar a sus rivales porque
simplemente no existen. Estos dos casos son
extremos; sin embargo, existe una gama
intermedia en los que la interaccién entre las

empresas es importante.

En la década de los afios 40, John von Neumann
y Oskar Morgenstern hicieron contribuciones
pioneras a la teorfa de juegos, quienes
estaban convencidos de que los problemas
caracteristicos en el comportamiento
econémico eran idénticos a los que llamaban
juegos de estrategias. Cincuenta afios después,
tres cientificos continuaron esta labor, a
quienes les otorgaron el Premio Nobel de
Economia 1994: John Nash, John Harsany y
Reinhard Selten. Nash introdujo el concepto de
equilibrio més utilizado en la teoria de juegos,
el tema de juegos de suma cero (Neumann y
Morgenstern) y juegos de suma no cero (si un
jugador gana no necesariamente supone que
el otro pierda). Selten perfeccioné las ideas de
Nash para adaptarlas a los llamados juegos
dindmicos (donde el juego se desarrolla a lo
largo del tiempo), y Harsany lo hizo con los
juegos con informacién incompleta (donde
algunos jugadores no conocen con certeza
lo que pueden hacer o las preferencias de los

otros jugadores).



La teoria de juegos es tutil para analizar el
comportamiento econémico y social, donde
existen diferentes personas (agentes), cada uno
con sus propios objetivos, en una situacion de
interdependencia. En efecto, la Teoria de Juegos
analiza situaciones en donde las decisiones que
toma una persona pueden afectarla de manera
muy distinta dependiendo de las decisiones de
otras personas; es decir, existen otros tomadores
de decisiones, actuando conforme a sus propios

intereses, que deben ser considerados.

Existe un conjunto de jugadores, y las decisiones
de todos ellos, conjuntamente, determinan
qué resultado obtendra cada uno. Considérese
el lanzamiento de un producto bancario
(una tarjeta de crédito) con tasas de interés
menores a los de la competencia. En este caso la
competencia no se quedara de brazos cruzados,
ocasionaria una reacciéon que podria traducirse
en beneficios para los deudores de tarjetas. Los
bancos pueden actuar cooperando entre ellos, y
otras veces compitiendo unos contra otros, este

es un comportamiento estratégico.

La Teoria de Juegos es el estudio de problemas

multipersonales de decision. En Economia

son frecuentes estos tipos de problemas, por
ejemplo en situaciones de oligopolio, donde
cada empresa debe tomar en cuenta lo que

harén los demés agentes.

La teorfa de juegos tiene influencia en
ciencia politica, sociologia, biologia y otras
ciencias sociales. Hay otras aplicaciones en
los campos microeconémico, modelos de
intercambio (negociacién y subasta); en la
economia financiera se utiliza en modelos
de comportamiento de las empresas en
los mercados, o para dilucidar problemas
de decision multipersonales dentro de las
empresas: trabajadores compitiendo por un
ascenso, departamentos compitiendo por los
mismos recursos; en el campo de economia
internacional se utiliza en modelos en los
que los paises compiten (o coluden) en sus
decisiones arancelarias, posible aprobaciéon de
un tratado de libre comercio; en macroeconomia,
para analizar los resultados de la politica
monetaria cuando el Gobierno y los agentes
que determinan los salarios o los precios
se comportan estratégicamente; en politica,
para analizar las estrategias que utilizan los

partidos politicos en los procesos electorales.



I

Tipos de juegos

Existen cuatro tipos de juegos: juegos estéticos
con informacién completa, juegos dindmicos
con informacién completa, juegos estaticos con
informacién incompleta y juegos dindmicos
con informacién incompleta. Un juego tiene
informacién incompleta si un jugador no
conoce las ganancias de otro jugador, como
ocurre en una subasta cuando uno de los
licitadores no sabe cudnto estd dispuesto a
pagar otro licitador por el bien subastado. En
correspondencia con los cuatro tipos de juegos,
hay cuatro nociones de equilibrio: Equilibrio
de Nash, Equilibrio de Nash perfecto en
subjuegos, Equilibrio bayesiano de Nash y

Equilibrio bayesiano perfecto.

Cuadro 1: Clasificacién de los tipos de juegos

Tipo de juego Informacién Informacion
completa incompleta
Estatico Equilibrio de Equilibrio
Nash Bayesiano de
Nash
Dinamico Equilibrio de Equilibrio
Nash perfecto Bayesiano
en subjuegos Perfecto
Fuente: Elaboracién propia.
(Qué otras situaciones implican un

comportamiento estratégico? Consideremos
situaciones donde la ubicacién y el nimero de

establecimientos influyen sobre las ventas

1.1 Dilema de una empresa Gnica en un

mercado proteccionista’

Supuestos:

1. La ciudad se extiende a lo largo de

una avenida.
La empresa desea ganancias altas.

3. Por cada tienda debe pagar $8,000.00.

4. Elnamero de tiendas y ubicacién influyen
en las ventas.
5. Obtiene ganancias brutas de $20.00 /u.v.

G=$20 * Ventas (u.v.) - ($8000 * Ntmero de
Tiendas).

6. Los consumidores potenciales compran
<=> (viven a una distancia, d < 0.6 de

una tienda).

Se obtienen ventas , 0 < ventas < 1000

Decision: ;Cudantas tiendas instalar y doénde

ubicarlas?.
I * § —k—k—]
0 0.4 10 03 06 1
0.6
.I'__\
rs (]
T 1
a =0 1

* Si instala una tienda en a = 0 entonces le
compraran entre 0 y 0.6 entonces sus ventas

seran del 60% de la demanda (600).

1 Es un caso de proliferacion de variedades, comportamiento
estratégico Game Theory, Jorge Hernandez.
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* Si se ubica en a = 0.75 le compraran entre
015 y 1.0 y vendera el 85% de la demanda
(850 unidades).

0.6 O:E
0 015 a=ors 4
—V_'

compraran {

* Si quiere instalar 2 tiendas, por ejemplo

podria ubicarseena =075 yb =1

0.e a+h
—_— ‘_z_'_

0.15 @=0.75
0 b=1

—

compraran ¢ compraran b

* Los consumidores a la izquierda de 0.15

seguiran sin comprar.

* A tienda a le compraran entre 0.15y 0.875 y
venderd el 72.5% (725 u).

* A tienda b le compraran entre 0.875y 1.0 y
vendera el 12.5% (125 u).

Asi, sila empresa 1 es la tnica autorizada para
operar, pondra una sola tienda en el centro de la
ciudad. Asi garantizard que todos le compren,

y obtiene un beneficio de:
B (empresa 1) = 20(1000) - 8000 = $12000

La empresa 1 se despreocupa de los rivales

(asume un comportamiento no estratégico).

(Qué pasa si una empresa 2 es autorizada? Entonces
las decisiones de la empresa 1 serdn diferentes,

porque deberd tomar en cuenta a su rival.

Las decisiones de la empresa 1 para disuadir al

rival podrian ser:

a. Ubicar una tienda, podria ser en el centro de

la ciudad.

b. Ubicar dos tiendas apropiadamente para

cubrir mercado.

a) Si la Empresa 1 ubica una tienda en el centro
(a=5),ignorando ala Empresa 2, y sila Empresa
2 ubica la tienda en > ; — le compraran a la
empresa 2, todos los consumidores a la derecha

de b y a la mitad entre a y b, es decir desde el

punto %”) al punto b.
0.6 _—
: —t—t—
(] @=05 b 1
compraran a praran b

Puede observarse que la Empresa 2 aumenta
sus ventas si se acerca a la Empresa 1, al punto
a=0.5 , porque tiene més consumidores a la
derecha (logra quitarle a la Empresa 1 maés

consumidores situados entre las dos tiendas).

Asi las ventas de la Empresa 2 alcanzan su
valor maximo cuando esta lo més cerca posible

de la Empresa 1.

Si llamamos € a la minima distancia que
puede existir entre las dos tiendas (0.5
+ €) y supongamos que &€=0 (¢ puede ser
extremadamente pequefio). Entonces la
Empresa 2 se llevara todos los clientes a la
derecha de a=0.5 (es decir la mitad del mercado)

y obtendra un beneficio de:

B (Empresa 2) = 20(500) - 8000 = $ 2,000

Asi cada empresa obtiene la mitad del mercado.
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Veamos el comportamiento estratégico de la

Empresa 1.

La Empresa 1 sabe que existe otra empresa,
que sus acciones influirdn sobre las acciones
de la Empresa 2, entonces puede anticipar
que si ubica una tienda en a=0.5 , entonces la
Empresa 2 pondria la tienda contigua a la suya

y ambos obtendrian beneficios iguales ($2000).

b) Ahora,

la alternativa de

también puede examinar

ubicar 2 tiendas.
Si la Empresa 1 ubica dos tiendas, podria
ubicarlas en los puntos 1,3 ;Cuénto mercado

17 4
captard la Empresa 2?

Empresa2 . — — — — — __
7 1 3 Ty
- :_ 1’2 ;+E =

1 l| { i \. Il ]
| ! \ / ! |
0 0.2% 3{3 Efa 0.75 1

i. Sila Empresa 2 se ubica en % - ¢ puede ganar

la demanda a la izquierda del punto a=0.25.

ii. Si la empresa 2 se ubica en % +¢£ puede ganar
demanda a la derecha de 0.75.

e . 1 )
iii. Si se ubica en b= 5, se llevara la demanda
3

. L1
ubicada entre Vs vendera Z de la demanda.

Entonces la Empresa 2 obtendria un beneficio de:
B (empresa 2) =20(250) - 8000 = -$3000

Entonces la Empresa 2 no entrara.

Por lo tanto, la Empresa 1 pondra 2 tiendas, en
a=0.25y a=0.75, con lo cual disuadira la entrada
de la Empresa 2, se quedara en todo el mercado

y vendera 1000 unidades, con un beneficio de:

B (empresa 1) =20(1000) - 2 (8000) = $4000

1.2 Juegos estaticos con informacién completa

Se consideran juegos simples con las
caracteristicas siguientes: los jugadores forman
decisiones simultdneamente?, reciben sus
ganancias (que dependen de la combinaciéon
de acciones que eligen); son juegos con
informacién completa, dado que la funcién que
determina la ganancia de cada jugador a partir
de la combinacién de acciones elegidas por los

jugadores es conocida por los jugadores.

Se dice que la informacién es completa
porque todos los jugadores conocen todos
los componentes del juego3. Para definir un
juego de este tipo necesitamos especificar, i)
quiénes son los jugadores, ii) qué decisiones
puede tomar cada jugador, iii) combinacién de

decisiones posibles.

El juego conocido como “Piedra, papel o tijera”
es un ejemplo de un juego estatico; “Pares o
nones” es otro ejemplo. Es simultaneo porque
cada persona no toma mas de una decision, y

la toma sin saber lo que hardn los demas.

2 Cada jugador toma su decision sin conocer las decisiones de los
demas jugadores, y el conjunto de estas decisiones determina el
resultado del juego. Los jugadores nunca mas interactian

3 Como complemento, se tienen los juegos con informacion
incompleta, aquellos en los cuales algun jugador no esta seguro de la
funciéon de ganancias del otro jugador.
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(Como serfa la matriz de pagos en el juego
“Piedra, papel o tijera”? Supongamos que
todo jugador prefiere ganar a empatar, y
empatar a perder. En tal caso, unos posibles
pagos que representan este juego pueden ser

los siguientes:

Cuadro 2 Ejemplo de un juego estatico con

informacién completa

Piedra Papel Tijera
Piedra 0,0 11 1,1
Papel 1,1 0,0 1,1
Tijera 11 1,-1 0,0

({Como se podria representar el juego de un
delantero y un portero en un partido de fatbol

en un tiro de penalti?

Figura 1.1 Representacién de un juego entre un

delantero y un portero en un tiro de penalti.

Portero
Izquierda Derecha
Delantero Izquierda 1,1 1,-1
Derecha 1,-1 1,1

(Cuantos jugadores incluye este juego? ;Cuales
son las estrategias de cada jugador? ;Cual es la
funcién de utilidad de cada jugador? Sea (x,y) la
combinaciéon de estrategias correspondientes,
Jugador 1=x; Jugador 2=y. ;Cual es el
conjunto de combinaciones de estrategias?
({Cémo se describe un juego? ;Coémo resolver

el problema de Teoria de Juegos resultante? A

continuacién veremos la representacion de los
juegos en forma normal y podremos responder

a las interrogantes anteriores.

1.3 Juegos en forma normal y Equilibrio de Nash

1.3.1 Representacion de los juegos en forma normal

Cada jugador elige de forma simultanea una
estrategia, y la combinacién de estrategias
elegidas por losjugadores determina la ganancia

de cada jugador.

Para ejemplificar la representacion de los juegos
en forma normal, veamos el ejemplo clasico “el
dilema del prisionero”. Dos sospechosos son
arrestados y acusados de un delito. La Policia no
tiene evidencia suficiente como para condenar
a los sospechosos, a menos que uno confiese.
La Policia encierra a los sospechosos en celdas
separadas y les explica las consecuencias
derivadas de las decisiones que formen (cada
sospechoso sabe que su sentencia dependera de
lo que confiesen tanto él como su compafiero).
Si ninguno confiesa, ambos seran condenados
por un delito menor y sentenciados a un mes de
carcel. Si ambos confiesan, seran sentenciados a
seis meses de cércel. Finalmente, si uno confiesa y
el otro no, el que confiesa serd puesto en libertad
inmediatamente y el otro serd sentenciado a
nueve meses en prision, seis meses por el delito
y tres meses mas por obstruccion a la justicia.
Supongamos que a cada prisionero no le interesa
cuanto tiempo encierren a su companero, sino

s6lo cuanto tiempo estara él en la carcel.
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El problema se puede representar mediante una
matriz binaria (al hecho de que en un juego de
dos jugadores hay dos ntimeros en cada casilla,

las ganancias de los dos jugadores).

Figura 1.2: El Dilema del Prisionero

Preso 2
No Confesar Confesar
Preso1 No Confesar -1,-1 -9,0
Confesar 0,-9 -6,-6

(Cuales son las estrategias en este juego? ;Cudl

es la funcion de utilidad de cada jugador?

En este juego cada jugador cuenta con dos
estrategias posibles: confesar y no confesar. Las
ganancias de los dos jugadores cuando eligen
un par especifico de estrategias aparecen en la
casilla correspondiente de la matriz binaria. Por
convencion, la ganancia del llamado jugador-fila
es la primera ganancia, seguida por la ganancia
del jugador-columna. Por ejemplo, si el preso
1 elige no confesar y el preso 2 elige confesar,
el preso 1 recibe una ganancia de -9 (que
representa nueve meses de prision) y el preso
2 recibe una ganancia de 0 (que representa la

inmediata puesta en libertad).

(Cudl sera el resultado de esta situacion? Cada
prisionero puede determinar lo que maés le
conviene sin necesidad de saber lo que hara el
otro prisionero (cada uno se preocupa s6lo por
el tiempo que puede estar en la carcel y actuara
racionalmente para aumentar su propio

bienestar); es decir, el prisionero 1 debe elegir

alguna de las estrategias sin importar que haga
el prisionero 2.* ;Qué es lo que més le conviene

al prisionero 1?

Ejercicios.

Para los siguientes casos, establecer la matriz

de pagos:

a. Considerar dos empresas que vendenun
mismo bien (Airbus y Boeing). Cada una
puede elegir entre hacer descuentos en
el precio a los clientes o no. Supongamos
lo siguiente: Si nadie hace descuentos, los
beneficios de ambas son 4. Si una empresa
hace descuentos y la otra no, la primera le
quita los clientes a la segunda y obtiene 7
de beneficio. La segunda, por lo contrario,
obtiene un beneficio de 0. Finalmente,
suponemos que si los dos hacen

descuentos entonces los ingresos bajan,

con lo cual los beneficios de ambas son

sélo de 2.

b. Dos paises comercian entre si. Cada uno

puede elegir una politica comercial
proteccionista (ho cooperar’) o liberal
(‘cooperar’). Suponemos que si un pais es
proteccionista y el otro no, el primero
sale ganando con respecto a la situacion
en que ambos eran liberales (y el
segundo sale perdiendo).Si los dos paises
son proteccionistas, ambos estan peor que

si los dos fueran liberales.

4 Este ejemplo pone de manifiesto la existencia de situaciones en
que la busqueda del bienestar individual conduce a un resultado
perjudicial para ambos jugadores. Por ejemplo, el bienestar de los
dos prisioneros aumentaria si los dos negaran las acusaciones.
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c. Dos grandes paises que tienenque decidir
si firman un protocolo para controlar
las emisiones de CO2 (Protocolo de Kyoto).
Suponer que si los dos paises firman (o0 no
firman), la competitividad de las empresas
de cada pais es idéntica. Sin embargo, si
un pais firma y el otro no, las industrias
del primero pierden competitividad

(porque tienen que gastar dinero para

reducir las emisiones), mientras que las

del segundo la ganan.

De manera general, la representacién en
forma normal de un juego® se especifica de la

siguiente manera:

1. Losjugadores en el juego.
2. Lasestrategias de que dispone cada jugador.

3. La ganancia (utilidad o bienestar) de
cada jugador en cada combinacion

posible de estrategias.

Pueden haber

jugador arbitrario es denominado jugador i.

n jugadores, {l...n}, un
Sea S, el conjunto de estrategias con que cuenta
el jugador i (llamado espacio de estrategias
de i), y sea s, un elemento arbitrario de este
conjunto (s, € S). Sea (s,,....,5,) una combinacién
de estrategias, una para cadajugador, y sea u, la
funcién de ganancias del jugador i: u, (s,,....s)
es la ganancia del jugador i si los jugadores

eligen las estrategias (s,....,s ).

5 Juegos en forma estratégica.

Definicién 1.0:

La representaciéon en forma normal de un
juego con n jugadores especifica los espacios
de estrategias de los jugadores S1,....,.Sn y sus
funciones de ganancias u,,...,u_. Se denota el

juego con G={S,,....S_;u,,....u }.

La eleccion de estrategias en forma simultdnea
implica que cada parte elija la accién a seguir sin
conocer las decisiones de los demas (como seria
el caso si los presos tomasen una decisiéon en

momentos arbitrarios en sus celdas separadas).

Apliquemos la representacion en forma normal

del juego del dilema del prisionero.

La forma normal se puede representar de la
siguiente forma:
i. El

formado por Prisionero 1 y Prisionero 2

conjunto de jugadores N esta

n =2 jugadores.

ii. El conjunto de estrategias es el mismo

para los dos jugadores

§=§, = {Confesar, No Confesar}

Denotamos (x,y) a la combinacién de
estrategias en el que el Jugador 1 elige la
estrategia x y el Jugador 2 elige la estrategia
y. Entonces el conjunto de combinaciones

de estrategias es:

S = {(Confesar, No Confesar), (Confesar,
Confesar), (No Confesar, Confesar),
(No Confesar, No Confesar)}
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iii. La funcion de utilidad es el negativo del
namero de afios que pasa en la carcel

cada jugador.

Por ejemplo, si el jugador 1 “confiesa” y
el Jugador 2 “No Confesar”, el Jugador 1

tiene utilidad de O (lo liberan), es decir:

La utilidad del Jugador 1

u, (Confesar, No Confesar) =0
u, (No Confesar, No Confesar) =-1
u, (Confesar, Confesar) =-6
u, (No Confesar, Confesar) =-9
La utilidad del Jugador 2

u, (Confesar, No Confesar) =0
u, (No Confesar, No Confesar) =-1
u, (Confesar, Confesar) =-6
u, (No Confesar, Confesar) =-9

1.4 Eliminacion iterativa de estrategias

estrictamente dominadas

Cuando un jugador tiene una estrategia con la
caracteristica de que le proporciona mejores
resultados que sus demads estrategias, no
importando qué hagan los demas jugadores,
dicha estrategia es identificada como una
estrategia fuertemente dominante, y es esta

estrategia la que le conviene utilizar.

Ahoraqueyaconocemoslaformaderepresentar

un juego, veamos la forma de resolver un

problema de teoria de juegos. Podemos retomar
el ejemplo del dilema del prisionero, ya que es
facil de resolverlo utilizando dnicamente la
idea de que un jugador racional no utilizara

una estrategia estrictamente dominada.

En el dilema, si un prisionero va a confesar,
seria mejor para el otro confesary conelloirala
carcel seis meses, en lugar no confesar y pasar
nueve meses en prision. Del mismo modo, si
un prisionero no confiesa, para el otro seria
mejor confesar y con ello ser puesto en libertad
inmediatamente en lugar de no confesar y
permanecer en prision durante un mes. Asi,
para el preso i, la estrategia de no confesar esta

dominada por la de confesar.

Definicién 2.0:
En el juego en forma normal G = {5,...,S ;
u,...,u}, sean s’y s” posibles estrategias del

jugador i (s', y s”, son elementos de S). La

)
estrategia s’, estd estrictamente dominada
por la estrategia s”, si para cada combinacion
posible de las estrategias de los restantes
jugadores, la ganancia de i por utilizar s, es
estrictamente menor que la ganancia de i por

utilizar s”;

U(S,.. S, 1 S ySyr-S,) <US...sS, S /S, 1senS,)

Para cada (s,...s,,s ,8) que puede ser

-7+ "

construida a partir delos espacios de estrategias
de los otros jugadores S,,...,S. , S S,

17
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Los jugadores racionales no utilizan estrategias
estrictamente dominadas, pues no es 6ptimo
utilizarlas.® Asi en el dilema del prisionero, un
jugador racional elegird confesar, por lo que
(confesar, confesar) sera el resultado al que
llegan dos jugadores racionales, incluso cuando
(confesar, confesar) supone unas ganancias
peores para ambos jugadores que (no confesar,

no confesar).

Considerar el juego abstracto siguiente:

Figura 1.3
Jugador 2
Izquierda  Centro Derecha
Jugador1l Alta 1,0 12 01
Baja 0,3 01 20

El Jugador 1 tiene dos estrategias y el Jugador 2
tiene tres: S ={alta, baja} y S,={izquierda, centro,
derecha}. Para el Jugador 1, ni “alta” ni “baja”
estan estrictamente dominadas: “alta” es mejor
que “baja” si el Jugador 2 elige “izquierda”
(porque 1 es mayor que 0), pero “baja” es
mejor que “alta” si el Jugador 2 elige “derecha”

(porque 2 es mayor que 0).

Sin embargo, para el Jugador 2, “derecha” esta
estrictamente dominada por “centro” (porque
2 es mayor que 1, y 1 es mayor que 0), por lo que
un Jugador racional 2 no elegira “derecha”. Asi,
si el Jugador 1 sabe que el Jugador 2 es racional,
puede eliminar “derecha” del espacio de
estrategias del Jugador 2. Esto es, si el Jugador

1 sabe que el Jugador 2 es racional, puede

6 Porque dispone de una estrategia alternativa que le proporciona un
bienestar mayor, no importando lo que hagan los demds jugadores.
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comportarse en el juego como si estuviera en el

juego siguiente:

Figura1.4
Jugador 2
Izquierda Centro
Jugador 1 Alta 1,0 1,2
Baja 0,3 0,1

En la figura 1.4, “baja” esta ahora estrictamente
dominada por “alta” para el jugador 1, asi que,
si el jugador 1 es racional (y el jugador 1 sabe
que el jugador 2 es racional, por lo que se aplica
el juego de la figura 1.4) no elegird “baja”. Por
ello, si el jugador 2 sabe que el jugador 1 es
racional, y el jugador 2 sabe que el jugador 1
sabe que el jugador 2 es racional (por lo que
el jugador 2 sabe que se aplica la figura 1.4), el
jugador 2 puede eliminar “baja” del espacio
de estrategias del jugador 1, quedando el
juego como lo indica la figura 1.5. Pero ahora,
“izquierda” esta estrictamente dominada por
“centro” para el jugador 2, quedando (alta,

centro) como el resultado del juego.

Figura 1.5
Jugador 2
Jugador 1 Izquierda Centro
ugador
& Alta 1,0 12

Este proceso se denomina eliminacion iterativa
de las estrategias estrictamente dominadas
(EIEED). Aunque esta basado en la atractiva

idea de que los jugadores racionales no utilizan
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estrategias  estrictamente dominadas, el

proceso presenta dos inconvenientes:

1. Cada paso requiere un supuesto adicional
sobre lo que los jugadores saben acerca de
la racionalidad del otro (informaciéon de

dominio ptblico).

2. El proceso conduce a menudo a una
predicciéon imprecisa sobre el desarrollo
del juego (puede darse el caso que no haya
estrategias estrictamente dominadas para

ser eliminadas—ejemplo figura 1.6).

Figura 1.6
I C D
A 04 4,0 53
M 4,0 04 53
B 3,5 3,5 6,6

A continuacién demostraremos un concepto de
solucién mas efectivo quela eliminaciéniterativa
de las estrategias estrictamente dominadas,
denominado Equilibrio de Nash. Las estrategias
de los jugadores en un Equilibrio de Nash
siempre sobreviven a la eliminacién iterativa de

las estrategias estrictamente dominadas.

1.5 Ejercicios y aplicaciones

1. Dos empresas tnicas en cierto mercado
de combustibles, pueden fijar dos niveles
de precios que pueden denominarse alto
y bajo. Cada una fija su precio sin conocer
la decision de su competidor. Si las dos

empresas fijaran el mismo precio se

repartirian el mercado a la mitad; por lo
que si el precio comun es alto obtendrian
beneficios de 75, mientras que si es bajo,
obtendrian 55. Si una empresa fijara el
precio mas bajo que su competencia,
le quitarfa una porcién importante del
mercado y la dejarfa con beneficios de
solo 45, mientras que ella aumentaria los
suyos a 100. Hacer la matriz binaria del
juego. ;Cudl sera el comportamiento de
cada empresa, cuando cada una quiere
maximizar sus propios beneficios? ;Qué

le conviene a cada empresario?

Dos empresarios con acceso al lago
de Ilopango tiene flotas pesqueras
respectivamente. Cada empresario debe
decidir cuantas lanchas pesqueras envia
al lago. La pesca que obtiene cada lancha
depende del ntimero total de lanchas en el
lago, si los dos empresarios envian pocas
lanchas, cada lancha obtendra una buena
pesca y cada empresario beneficios de
100; si los dos empresarios envian muchas
lanchas, el lago se saturara de lanchas, y
cadalancha pescard pocoy cadaempresario
obtendra beneficios de 50. Si un empresario
envia muchas lanchas y el otro empresario
envia pocas, el primero se beneficiara
de la moderaciéon del segundo, obtendra
beneficios de 120 y dejara al segundo con
beneficios de 40. Hacer la matriz binaria
del juego: ;Cudl serd el comportamiento
de cada empresa, cuando cada una quiere
maximizar sus propios beneficios? ;Qué
le conviene a cada empresario? ;Cual es la

estrategia fuertemente dominante?

11
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3. Considerar la siguiente forma normal
del juego:
* N={1, 2}.

* A, = {Cine, Teatro}. Cada jugador selecciona una

accion que puede ser “ir al cine” o “ir al teatro”.

* El Jugador 1 prefiere ver una pelicula con el

Jugador 2 que ir al teatro.

* El Jugador 2 prefiere ir al teatro con el

Jugador 2 que ir a ver una pelicula.

* Los jugadores obtienen un pago de 0 si

ellos terminan en un lugar diferente que el

otro jugador.

Jugador 1/ Jugador 2 Pelicula  Teatro
Pelicula a,b 0,0
Teatro 0,0 c,d

(Cual restriccion deberia satisfacer a, b, c y d?

12

a>c, b>d
a>d, b<c
a>c, b<d

a<c, b<d

El problema de la Batalla del Mar de

Bismarck.

Durante la Segunda Guerra Mundial
(1943), tropas EE.UU. y japonesas se
vieron envueltas en el siguiente juego:
El almirante japonés Inamura iba a
transportar tropas para reforzar su base
en Nueva Guinea, y el General Kenney
queria bombardear esas tropas durante
el traslado. Kenney queria maximizar

el tiempo de exposicion al bombardeo

e Inamura minimizarlo. Inamura podia
realizar el traslado por el norte o por el
sur de Nueva Bretafia, por lo que Kenney
también debia decidir a cual de esos sitios
enviar sus aviones. El traslado duraria
tres dias por cualquiera de las rutas; pero
la ruta norte era mas lluviosa. Ademas, si
Kenney no acertaba a la ruta que seguiria
Inamura, sus aviones tendrian un poco
menos de un dia en rectificar el rumbo
y alcanzar a las tropas japonesas. Estas
consideraciones resultaban en un tiempo
de exposicion de tres dias si el bombardeo
tenia lugar en el sur y Kenney enviaba sus
aviones por esa ruta desde el principio,
con una reduccion de 0.9 dias si Kenney
elegia una ruta distinta a Inamura y de un
dia si el bombardeo tenia lugar en el norte.

La matriz de pagos era la siguiente:

Inamura
Norte Sur
Kenney Norte 2,2 21,21
Sur 11,-11 3,-3

* Determine si

existe un equilibrio en

estrategias fuertemente dominantes para

Kenney e Inamura.

* ;Qué ruta tomara Inamura y Kenney?

5. Ejercicio referido a una campafia

publicitaria.

Dos empresas piensan lanzar un nuevo
productoy estan pensando comoanunciarse.
Cadaempresa tiene la posibilidad derealizar
diferentes tipos de campafia publicitaria y

anunciarse por:
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i. Radio. (baja).

ii. Por TV. (media).

iii. Por radio y TV. (alta).

La distribucién del mercado entre las dos
empresas se determinard por el tipo de
campanaquelancenlasdos. Estadistribucién,

junto con el costo de la campafia, determina

las ganancias que obtiene cada empresa, y se

En el viaje de regreso de unas vacaciones,
se perdieron los equipajes de dos viajeros
que habian comprado exactamente los
mismos objetos. La compafiia aérea pone a
los viajeros a participar en un juego como
el anteriormente descrito, les dice: “Cada
uno de ustedes debe solicitar un pago
por el valor de los objetos extraviados,

que sabemos que estdn entre 7 mil y

presenta a continuacion: 10 mil. Nosotros les vamos a pagar el

minimo de las dos solicitudes. Pero para

asegurarnos de que no nos engafien, si las
Empresa 2

Baja Media Alta
Baja 70,70 65,80 50,90
Media 80, 60 60,65 40,60
Alta 60, 50 40,40 20,45

dos cantidades solicitadas son diferentes,

vamos a quitarle 7 mil a la persona que

Empresa 1
hizo la reclamaciéon mas alta y darselos a

la que hizo la mas baja”. A continuacién la

* ;Existe una estrategia fuertemente representacion del juego:

dominante?
* Aplicar el proceso de EIEED. ;Cual es la Jugador 2
estrategia que utilizaria la Empresa 1 y la 7mil  8mil 9mil 10mil

7 mil 7,7 14,0 14,0 14,0
Jugador1l 8mil 0,14 8,8 151 151
9mil 0,14 1,15 99 16, 2
10mil 0,14 1,15 2,16 10,10

empresa 2?

6. Ejercicio de Multiplos de 1000 (El Dilema

del Viajero). * ;Qué estrategias sobreviven al proceso

?
Dos jugadores eligen simultaneamente de EIEED?

nameros multiplos de mil, entre 7 mil y 10

mil, ambos incluidos. A cadajugadorsele 7 ppcontrar cuales estrategias sobreviven al

pagard el minimo de los ntimeros elegidos. proceso de EIEED del siguiente juego.

Adicionalmente, si estos nimeros son

Empresa 2
distintos, el jugador que eligi6 el namero Izquierda  Derecha
mayor le pagara una transferencia de 7 Baja 4,2 1,4

Empresal -
mil al que eligi6 el nimero menor. Media 2,4 31
Alta 1,3 4,4

El Dilema del Viajero (Basu, 1994) esta

o . * ;Cudl es la mejor combinacién de
basado en la siguiente historia:

estrategias?

13
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El Equilibrio de Nash

¢(La Teoria de Juegos ofrece una solucién tinica
a un determinado problema? Esta solucion

debe ser un Equilibrio de Nash.

Supongamos que la Teoria de Juegos hace una
Unica prediccién sobre las estrategias elegidas
por los jugadores. Para que esta prediccion
sea correcta es necesario que cada jugador
esté dispuesto a elegir la estrategia predicha
por la teoria, la mejor respuesta de cada
jugador a las estrategias predichas de los otros
jugadores, tal prediccién puede denominarse
estratégicamente estable, yaqueningtnjugador
querra desviarse de la estrategia predicha para
él. Esta predicciéon es denominada Equilibrio
de Nash.

Definicién 3.0:
En el juego en forma normal de n jugadores,

eSS

forman un Equilibrio de Nash (EN) si, para cada

G={S,..S; u,.,u}, las estrategias (s*

jugador i, s* es la mejor respuesta del jugador i

(0 al menos una de ellas) a las estrategias de los

*
-1

*

1 * *\.
otros n-1jugadores, (s*,...,s*_, s*,,...,5% )

*
(34

s
e

% % % %
us s*, S 8,8

ee S

15 )2 uEE,. .

5*)

Para cada posible estrategia s, en S; esto es, s*,

es una solucién de

* Ss*

-7

* *
max u, (s*,...,s ST

s, €S,

Esta definicion hace referencia a que una
combinacion de estrategias es un NE si ningtn
jugador dispone de una estrategia que le
permita aumentar su utilidad desvidndose
unilateralmente. Una combinacion de estrategias
serd un EN si cada jugador responde con la
estrategia que més le conviene como respuesta a

las estrategias de los demas jugadores.

Consideremos los tres juegos en forma normal
ya descritos (el dilema del prisionero--Figura
1.2, Figura 1.3 y la Figura 1.6). La forma de
encontrar los equilibrios (EN) es la siguiente:
para cada jugador y para cada estrategia
posible con la que cuenta cada jugador se
determina la mejor respuesta del otro jugador
a esa estrategia. La Figura 2.1 muestra este
procedimiento, subrayando la ganancia de
la mejor respuesta del jugador j a cada una
de las posibles estrategias del jugador i. Si el
jugador columna fuera a jugar la estrategia I,
por ejemplo, la mejor respuesta del jugador
fila seria M, puesto que 4 es mayor que 3 y que
0; por ello, la ganancia que 4 le proporciona
al jugador fila en la casilla (M,I) de la matriz

binaria esta subrayada.

Figura 2.1
Jugador Columna
I C D
Jugador A 0,4 4, 53
Fila M 4 04 5,
B 3,5 3, 66
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Un par de estrategias satisface la condicién EN si
la estrategia de cada jugador es la mejor respuesta
a la del otro, es decir, si ambas ganancias estan
subrayadas en la casilla correspondiente de la
matriz binaria, razén por la cual la casilla (B,D)
es el tinico par de estrategias que satisface EN.
En el caso del dilema del prisionero (Figura 1.2),
lo mismo ocurre para (confesar, confesar), y en la
Figura 1.3 ocurre para (alta, centro). Estos pares
de estrategias son los tinicos equilibrios de Nash

de estos juegos.

(Cual es la relacién entre el EN y la eliminacién

iterativa de las estrategias estrictamente

(EIEED)?
estrategias de Equilibrio de Nash de los tres

dominadas Recordemos que las
ejemplos anteriores, son las tnicas estrategias
que sobreviven a la EIEED, entonces puede
generalizarse que... si la EIEED elimina todas
las estrategias menos las estratégicas (s*,...,5*),
estas estrategias constituyen el tnico EN del
juego. Sin embargo, puesto que la EIEED con
frecuencia no elimina mds que una combinacién
de estrategias, es del maximo interés el hecho que
el EN sea un concepto de solucién mas poderoso
que la EIEED, pero pueden existir estrategias que
sobrevivan a la EIEED pero que no formen parte

de ningtin EN.

(Podemos estar seguros de que el Equilibrio de

Nash existe? 8

7 La casilla (B,D) corresponde a una combinacidn de estrategias
(s*, s*,) tal que, dado s*,, al jugador fila le conviene elegir s*, v,
reciprocamente, dado s*,, al jugador columna le conviene elegir s* ;
es decir, tenemos un par de estrategias que son “mejor respuesta la
una de la otra”.

8 Nash demostré en 1950 que en cualquier juego finito (por ejemplo,
un juego en el cual el niumero n de jugadores y los conjuntos de
estrategias S,,..,S, son todos finitos) existe al menos un Equilibrio de
Nash. Ademas, Cournot(1838) propuso la misma nocion de equilibrio
en el contexto de un modelo particular de duopolio y demostré que
existe un equilibrio en este modelo.

16

Otro ejemplo clasico en la Teoria de Juegos es la
batalla de los sexos. Este ejemplo muestra que
un juego puede tener multiples equilibrios de
Nash: un hombre y una mujer estdn tratando
de decidir qué haran esta noche. Juan y Maria
deben elegir entre ir a la 6pera o a un combate
de boxeo. Ambos jugadores preferirian pasar
la noche juntos, pero Juan preferiria estar junto
en el boxeo, mientras que Maria preferiria estar

junta en la 6pera.

Figura 2.2 la batalla de los sexos

Juan
Opera Boxeo
Maria Opera 2,1 0,0
Boxeo 0,0 1,2

(Cuales son equilibrios de Nash?

Se ha argumentado que si la teoria de juegos
ofrece una tUnica solucién a un juego, esta
debe ser un EN; sin embargo, este argumento
ignora la posibilidad de juegos en los cuales la
teoria de juegos no ofrece una solucioén tnica.
En algunos juegos con multiples EN sobresale
un equilibrio como la solucién mas atractiva
del juego (se debe identificar este equilibrio en
diferentes clases de juegos). El ejemplo de la
batalla de los sexos indica que pueden existir
juegos para los cuales la Teoria de Juegos
no ofrece una solucién tnica y en los que
no se llegara a ningtn acuerdo (hay mucha

investigacion al respecto).
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(Cual es el equilibrio de Nash en “Piedra,

papel, tijera”?

Figura 2.3 Juego piedra, papel tijera

Piedra Papel Tijera
Piedra 0,0 11 1,-1
Papel 1,1 0,0 -1,1
Tijera 11 1,-1 0,0

No siempre existe un equilibrio de Nash. Para
resolver este problema, los tedricos inventaron

el concepto de estrategias mixtas.

2.1 Ejercicios sobre equilibrios de Nash

Aplicar el concepto de Equilibrio de Nash a

una competicion electoral.

Considerar a dos candidatos, A y B, que
compiten. El objeto de la campafia es hacer una
propuesta para una inversiéon en un edificio
publico (por ejemplo una biblioteca, un Centro
de Investigacion, etc). Para este edificio se

puede gastar entre O y 1.

Supongamos que hay un ntmero finito de
votantes, y cada votante tiene un nivel de

inversion definido (preferido).

Cada votante vota por el candidato que
propone un nivel de inversiéon més cerca de
su nivel ideal. Por ejemplo, si el candidato
A propone invertir P, = 0.3 y el candidato B
propone invertir P, = 0.8, el votante cuyo nivel

ideal es invertir 0.4 votard por el candidato A.

La distribucion de los votantes segin sus
niveles ideales de inversién es uniforme entre

0 y 1. Ademas se supone que a los candidatos

solo les interesa ganar. Las ganancias para los

candidatos se resumen asi:
* El que gane tiene una utilidad de 1.
* El que pierde tiene una utilidad de -1.

* Si hay empate, los dos candidatos tienen una

ganancia de 0.

(Cual es el Equilibrio de Nash de este juego?
Solucion:

Por ejemplo, si A propone P, = 0.4y B propone

PB = (0.7 tenemos:

* Todos los votantes cuyos niveles ideales
estan entre 0 y 0.4 votan por A, por lo cual
el candidato A ya tiene al menos el 40% de

los votos.

* Todos los votantes cuyos los niveles ideales
estan entre 0.7 y 1.0 votan por B, por lo cual el

candidato B tiene al menos el 30% de los votos.

* Todos los votantes cuyos niveles ideales
estan entre 0.4 y 0.55 votan por A, estos

votantes representan el 15% de los votantes

04+07 _ o .
2
| L1 [
| T A 1
0.4 0.7
n e e e 1
015 045
A B

* Todos los votantes cuyos niveles ideales
estan entre 0.55 y 0.7 votan por B. Estos

votantes representan el 15% de los votantes.

¢ Entonces:
A tiene el 15% + 40% = 55% de los votos, y

17
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B tiene el 15% + 30% = 45% de los votos.

El candidato A ganala eleccion y su ganancia

es 1, y B pierde y su ganancia es -1.

Ahora supongamos que el candidato A propone

un nivel de inversiéon menor a 0.5.

1
* Si el candidato A propone P, < 5 Yy supone

Los votantes entre 0 y P, votan por el candidato
A, es decir el (P, x 100%) de los votantes, y
también todos los votantes cuyos niveles de
inversion ideales estan entre P, y P, y que
estan mas cerca de P, que de P es decir el
Ps — P4 y 100 de los votantes; asi el candidato
A tiene (P, + % (P, - P,)) x 100% de los votos.

De forma mas simple, el candidato A tiene

1
el (P+ 5 Py, - P)) x 100% de los votos.
Dado 1que P, = 5 y que P, < 5 tenemos que:

(B, + 5 (P, = P) x 100%<50%

El candidato A pierde, y tiene una ganancia

iguala -1

Por lo tanto, el candidato A no querra establecer

un nivel de inversiéon P, < 3

. 1 1
* Si A propone P, > 5 Y supone que P, = 5

A

18

Los votantes entre P, y 1.0 votan por el
candidato A, es decir el (1 - P,) x 100% de los
votantes y también todos los votantes cuyos
niveles de inversion ideales estan entre P, y P,
y que estan mas cerca de P, que de P,, es decir

P,—P
el = x 100% de los votantes.

1
Asi, el candidato A tiene (1- P, + 5 (P, - Py)
x 100% de los votos.

De forma maés simple, el candidato A tiene el
1
(1- 5 (P, + P,)) x 100% de los votos.

1
Dado que P, = 5,y que P, > 5 tenemos que

(1- % (P, + P,)) x 100% < 50%

El candidato A pierde, y tiene una ganancia
de - 1.

Por lo tanto, el candidato A no querra

. . . 1

establecer un nivel de inversion® P, > =

Asi, el tnico Equilibrio de Nash de este juego
1 1 .

es cuando P, = 5y P, = 5 Con este perfil hay

empate, por lo cual, los dos candidatos tienen

una ganancia de 0.

2.2 Ejercicios y aplicaciones

Resolver los siguientes ejercicios aplicando
EIEED y EN.

8. Qué es un juego en forma normal?, ;Qué
es una estrategia estrictamente dominada

en un juego en forma normal?, ;Qué es

9 Se puede hacer el mismo andlisis para el candidato B.
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Equilibrio de Nash con Estrategias Puras

(EP) en un juego en forma normal?

En el siguiente juego en forma normal,
(Qué estrategia sobrevive a una EIEED?,
(Cuéles son los Equilibrio de Nash con

Estrategias Puras?

J2

A 2,0 1,1 42

J1

10.

SeaG={N, S, u}unjuego en formanormal,
donde N= {j, j} es el conjunto de jugadores.
Sl={a, b, ¢} ; S2 = {d, e, f} los conjuntos de
estrategia de los jugadores, y las funciones

de ganancia se resumen a continuacion.

D E F
A 2,3 4,5 1,-1
B 1,4 2,3 1,5
C 1,0 0,1 3,3

Hallar los equilibrios de Nash en Estrategias Puras (EP).

11.

Dos empresas de computadoras planean
comercializar sistemas de red para la
gestion de la informacién en la oficina.
Cada una puede fabricar un sistema
rapido y de alta calidad (H), o un lento y
de baja calidad (L). El estudio de mercado
indica que los beneficios resultantes para
cada firma en funcién de la estrategia
seleccionada vienen dadas por la siguiente

matriz de pago.

Empresa B

H L
Empresa A H 30, 30 50,1
L 40, 60 20,20

Tiene algtinjugador una estrategia dominante?
(Cual es el Equilibrio de Nash?

12. Sea G el juego siguiente:

X Y V4
A 6,6 8,20 0,8
B 10,0 55 2,8
C 8,0 20,0 4,4

Aplicar EIEED ;Cuales es el EN?

13. Considerar el juego siguiente:

Piedra Papel Tijera

Piedra 0,0 1,1 1,-1
Papel 1,-1 0,0 1,1
Tijera 1,1 1,-1 0,0

(Cuantos equilibrios en Estrategias Puras de Nash hay

en este juego?
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III
Estrategias mixtas

Recordar que hemos definido a S, al conjunto
de estrategias del jugador 7, y a la combinacién
de estrategias (s*,,...,s* ) como un Equilibrio de
Nash (EN) si para cada jugador i, s*, es la mejor
respuesta del jugador i a las estrategias de los

otros n-1 jugadores:

*
e

*
i1’

us S ,S*) = u s, 8 e uST)

Para cada estrategias enS. .

Examinemos el siguiente juego conocido como “El

juego de las monedas”. ;Este juego tiene un EN?

Figura 3.1
Jugador 2
Cara Cruz
Jugador 1 Cara 1,1 1,1
Cruz 1,-1 1,1
= {Jugador 1, Jugador 2 }
S, =S,={ Cara, Cruz}

Imaginar que cada jugador tiene una moneda
y debe elegir mostrar una cara de la moneda.
Si las dos monedas coinciden (ambas muestran
la misma cara) el Jugador 2 gana la moneda
del Jugador 1. Si las caras de las monedas
no coinciden, entonces el Jugador 1 gana la
moneda del Jugador 2. Puede comprobarse que

no existe un EN.

Una caracteristica de este juego es que a cada
jugador le gustaria adivinar la jugada del otro
y que el otro no adivinase la suya (idéntico al

poquer, en las batallas,’ el béisbol, etc).

Puede demostrarse que en cualquier juego, en
el cual a cada jugador le convenga adivinar
la jugada del otro y que el otro no adivine la
suya, no existe ningtin EN (tal como lo hemos
definido); ya que la solucién de tal juego
incluye un elemento de incertidumbre sobre la

actuacion de los jugadores.

En estos casos aplica utilizar un nuevo
concepto denominado Estrategia mixta (EM)
(Harsany, 1973).

Hasta ahora hemos visto juegos estaticos con
informacién completa, donde el plan se reduce a
elegir una y solo una de las acciones disponibles
(estrategias). Por ejemplo, en el juego de las
monedas la tGnica estrategia de cada jugador
son jugar cara y jugar cruz. A tales estrategias
las hemos denominado estrategias puras. La
ampliacién del concepto de estrategias consiste
en permitir que los jugadores no solo puedan
elegir entre acciones ciertas y concretas, sino que

también puedan seleccionar acciones aleatorias

10 En una batalla podemos suponer que los atacantes pueden elegir
entre dos objetivos o rutas (tierra o por mar) y la defensa puede
rechazar cualquiera de los dos ataques si y solo si éste es previsto de
forma correcta.
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(acciones mixtas, que asignan distintas
probabilidades a las distintas acciones), estas

son las estrategias mixtas.

Por ejemplo, dado el siguiente juego con

estrategias puras S, y S,.

Jugador 2
I D
3,2 1,4
Jugador 1
1,3 2,1
B 2,2 2,0
={A B C}

S, } Estrategias Puras
S

{LD}

2

Una estrategia mixta para ], es una distribucion

de probabilidad (p, g, 1- p - q) donde:

p =) probabilidad de elegir A

q = probabilidad de elegir C

1- p-q = probabilidad de elegir B

Una estrategia mixta para J, consistira en una

distribucién de probabilidad (r, 1- r) donde:
r == probabilidad de elegir I
1-r == probabilidad de elegir D

Por ejemplo para el ], una estrategia mixta es
( 1 1 1

2’4" 4
de % a C, y una probabilidad de % a B.

), que asigna % a A, una probabilidad

También podemos expresar las estrategias
puras ACB (del J) como las estrategias

mixtas (1,0,0), (0,1,0) y (0,0,1) respectivamente.
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(Cual es el efecto inmediato de utilizar
estrategias mixtas? La funcién de pagos de
cualquier jugador deja de ser determinista,

pasando a ser aleatoria.

Una estrategia mixta para el jugador i es una
distribuciéon de probabilidad sobre algunas (o
todas) las estrategias en S, (estrategias puras

del jugador 7).

Las estrategias puras de un jugador son las
diferentes decisiones que el jugador puede
tomar. Asi, en el juego de las monedas, S,
consiste en las dos estrategias puras “Cara”
y “Cruz”, entonces una estrategia mixta para
el Jugador i es la distribucién de probabilidad
(g, 1- q), donde q es la probabilidad de elegir
“Cara” y 1-q esla probabilidad de elegir “Cruz”
(recordar que, por el concepto de probabilidad,
0<g<1).

La estrategia mixta (0, 1) es la estrategia pura “Cruz”

La estrategia mixta (1, 0) es la estrategia pura “Cara”

En el siguiente juego podriamos utilizar diferentes

estrategias mixtas:
Figura 3.2
J2
Izquierda  Centro Derecha
J1 Arriba 1,0 1,2 0,1
Abajo 0,3 0,1 2,0

S, = {izquierda, Centro, Derecha}

v

Estrategias Puras
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Para el ], una estrategia mixta es distribucion

de probabilidad (g, r,1-q-71)

q = probabilidad de elegir izquierda;
0<q<1

r —) probabilidad de elegir centro;
0<sr=<1

1- q - r == probabilidad de elegir derecha;
Osqg+r=1

Otras estrategias mixtas validas pueden ser

SRIHER S

Definicién 4.0:

En el juego en forma normal G = {S,...5;u,...u }
supongamos que el jugador i cuenta con k

estrategias puras Si = {s s, } En este caso

e
para el jugador i una estrategia mixta es una
distribuciéon de probabilidad Pi = (P,,...,P,)

donde0<P, <1, parak=1,.,k yP +..+P, =1

Observar el siguiente juego:

Figura 3.3
]2

I D

A 3, 0,
J1
M 0, 3,
B 1, 1,
S,={AM,C}S,={[D}

(Existen estrategias estrictamente dominadas?

Este juego demuestra que una estrategia pura
puede estar estrictamente dominada por una
estrategiamixta, aunsilaestrategia puranoesta

dominada por ninguna otra estrategia pura.

Cualquier distribucion de probabilidad (q,1-q),
que el ], pudiera adoptar, la mejor respuesta del
JesA(siqx> % YOM (siqg< % ), pero nunca B.
Ahora B esté estrictamente dominada por una
estrategia mixta. ;JPor qué?, por que obtiene una
mayor ganancia esperada (utilidad esperada)
al utilizar A (con una probabilidad de % )y al
utilizar M (una probabilidad de % ), respecto a

utilizar a B.

Para obtener la utilidad esperada se encuentra
la esperanza matemaética de la ganancia de

los jugadores.

Hemos supuesto que J, utiliza la estrategia

mixta siguiente:
Jugar A con una probabilidad de %

Jugar M con una probabilidad de %; mientras
el ]2 utiliza “1”.

Entonces ], gana:

3 con una probabilidad % (con la
combinacién S1 = (A1) ).
0 con una probabilidad % (con la

combinaciéon S2 = (M,I) ).

Entonces, la ganancia esperada del ], es:

Ew)=3%(3)+ 0x(3)-3.
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Asi, si el ], elige A 'y M (ambas estrategias
mixtas), la ganancia esperada de ], es -
independientemente de cudl estrategia (Pura o
Mixta) utilice ],, de manera que - esmayor que
el pago de 1 que produce con certeza la eleccion
de B.

Supongamos que la ganancia del ], en la

estrategia (B, I) se cambia a 2.

Figura 3.4
J2
I D
A 3/ 0/
J1
M 0, 3
B 2/ 2/

Este juego muestra que una estrategia pura
dada puede ser una mejor respuesta a una
estrategia mixta, incluso si la estrategia pura
no es una mejor respuesta a ninguna otra

estrategia pura.

En este juego B no es una mejor respuesta para el
J, (@ante I o D del ],), pero B es la mejor respuesta

del ], a la estrategia mixta definida (g, 1- ).

Una observacion importante es que una
estrategia pura es también una estrategia
mixta. Por ejemplo, si un jugador dispone de
dos estrategias A y B, jugar la estrategia A es, por
definicién, jugar una estrategia pura; sin embargo,

se puede ver como una estrategia mixta:
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* Jugar la estrategia A con probabilidad de 1.

* Jugar la estrategia B con probabilidad de 0.

Ejemplo: Dado el siguiente juego, encontrar la
utilidad esperada, suponiendo que el jugador 1

utiliza la estrategia mixta siguiente:
* Jugar A con una probabilidad de %
* Jugar B con una probabilidad de ; .
Mientras el ].;:
* Jugar C con una probabilidad de % .

* Jugar D con una probabilidad de %.

Figura 3.5
]2
C D
J1 A 4,1 1,1
B 2,-4 2,1

Si el ], utiliza la estrategia C
= ], gana:
4 conunaprobabilidad de% (conelperfil(A,C).
2 conuna probabilidad de %(con el perfil (B, C).
y el ], gana:

1 con una probabilidad de %(COI’I el perfil (A, C).
-4 conuna probabilidad de ; (conel perfil (B, C).

Asi ambos jugadores jugaran:

La combinacién (A, C) con una probabilidad de
1 1 1

3%1712

La combinacién (B, C) con una probabilidad de

X1_ 2
4 12

(SR ]
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La combinacién (A, D) con una probabilidad de

1 3 3
33712

La combinacién (B, D) con una probabilidad de
2 3 6
3% 12

Entonces, las ganancias esperadas de los

jugadores seran:

1 2 3 &
Bun=17 wiA C)+ S ui(B, C)+ A D)+ — us (B, D)

1 2 3 & -7
S @D NS D=

1 2 3 6
E (1t = 17 (A, ©) + 1 112 (B, ©) + 1 tz(A, D) + 1 42 (B, D)

1 2 3 6 1
=G+ (=<

Ejercicio: Encontrar las utilidades esperadas

del siguiente juego:

(P 1-p) = (:;) /@19 = (%;)

j2
C D

J1 A 4,-5 4,8
B 1,4 0,1

3.1 Equilibrio de Nash en Estrategias Mixtas

Recordar que el Equilibrio de Nash visto hasta
ahora, garantiza que la estrategia pura de cada
jugador constituye una mejor respuesta a las
estrategias puras de los demds jugadores. Esta
definicién se puede ampliar a las estrategias
mixtas, de manera que, las estrategias mixtas
de cada jugador sean una mejor respuesta a las

estrategias mixtas de los otros jugadores.

La forma de encontrar la mejor respuesta del
jugador i a una estrategia mixta del jugador
j se basa en interpretacion de la estrategia
mixta del jugador j como representacion de la
incertidumbre del jugador i sobre lo que hara

el jugador j.

En el ejemplo del “Juego de las monedas”
(Figura 3.1), supongamos que el J, cree que el
J, elegira “cara” con probabilidad q y “cruz”
con probabilidad 1 - g; esto es J, supone que ],

elegird la estrategia mixta (g, 1 - g).

En este supuesto, las ganancias esperadas del

J1, eligiendo “cara” son:
gx(-)+(1-q)x(1)=-g+1-q=1-2q
Mientras que, eligiendo “cruz” sera:

gx 1)+ (1-q)x(-)=q-1+g=2q9-1

Dado que, 1- 2q > 2q - 1 (si y solo si q < % ), la

mejor respuesta en estrategias puras del J, es

“Cara” siq < % ,y “Cruz” siq > % .

1
5

El], sera indiferente entre “Cara” y “Cruz” siq =
Consideremos ahora las estrategias mixtas
del ], sea (1, 1 - r) la estrategia mixta en la
cual el J, elige “Cara” con probabilidad r. Para
cada valor de q entre 0y 1, calculamos el(los)
valor(es) de r, denotados por r*(g) tal que (r,
1 - r) sea una mejor respuesta del J, a (g, 1 - q)
del J..
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La ganancia esperada del ], al elegir (1, 1 - 7)

cuando el ], elija (g, 1 - g) es:

J2
(g) Cara (1-q) Cruz
J1 (r) Cara 1,1 1,1
(1-r) Cruz 1,-1 1,1

r(-1)+r(1-g)()+(1-r)(g) (D+(1-r) (1-g)(-1)
=(2q-1)+r(2-4q)

Donde:

rq es la probabilidad de (cara, cara)
r(1-q)  esla probabilidad de (cara, cruz)
(1I-r)(q)  es la probabilidad de (cruz, cara)

(1-r)(1-q) es la probabilidad de (cruz, cruz)

La ganancia esperada de J, crece en rsi 2-4g> 0 (g<
% )y es decreciente en r si 2-4g < 0(q>% ); asi, la
mejor respuesta de ], es r = 1 (cara) si g < % yr=

0 (cruz) si q>%.

La naturaleza de la mejor respuesta del ], a (g, 1-q)
cambia cuando q=% (el % es indiferente entre las

estrategias puras cara y cruz).

La ganancia esperada de ], es independiente
de r cuando g= %, el % es también indiferente
entre todas las estrategias mixtas (r, 1-7); es
decir, cuando q=% la estrategia mixta (r, 1-7) es
la mejor respuesta a (7,1-q) para cualquier valor

de r entre 0 y 1 (Esto se puede graficar en un

plano p-g).
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Definicién 5:

En el juego en forma normal de dos jugadores
G={5,S, ; u,u,}, las estrategias mixtas (p*, p*,
forman un Equilibrio de Nash si la estrategia

mixta de cada jugador es una mejor respuesta a la

estrategia mixta del otro jugador, se deberd cumplir:

vV, (*, r*) =V, (p, r*,) para cada distribucion
de probabilidad de p, sobre S,.

p*2 debe cumplir:

v, (v*, r*) =V, (p*, p,) para cada distribucion
probabilidad de p, sobre S,.

Ejercicio: considerando el juego “La batalla de

los sexos” encontrar un EN en EM.

Solucion:

La idea consiste en dotar el jugador j de una
cierta informaciéon privada de manera que,
dependiendo de cémo el jugador j entienda
dicha informacién, se incline por una de las
estrategias puras posibles. Sin embargo, puesto
que el jugador i no dispone de la informacién
privada de j, i continta con la incertidumbre
de no saber cudl sera la decision de j, y
representamos dicha incertidumbre de i como

una estrategia mixta de j.

Considerar la “Batalla de sexos” para encontrar

EN con estrategias mixtas.

Juan
(q) C)pera (1-q) Boxeo
Maria (r) C)pera 2,1 0,0
(1-r) Boxeo 0,0 1,2
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Sea (g,1-g) la estrategia mixta en la cual Juan
elige “Opera” con probabilidad g, y sea (1,1-7) la
estrategia mixta en la cual Maria elige “Opera”

con probabilidad r.

Si Juan elige (g,1-9), las ganancias esperadas de

Maria son:

gx(2) + (1-g)x(0) = 2q  al elegir “Opera”
qx(0) + (1-q)x(1) = 1-q al elegir “Boxeo”

Maria utiliza una estrategia mixta (entre opera
y boxeo) si esta indiferente entre la estrategia
opera y boxeo de Juan, es decir, si su ganancia
esperada cuando juega 6pera es la misma que
su ganancia esperada cuando juega boxeo, asi

se igualan las dos ecuaciones anteriores:
2q=1-q>5q= %

Asi,

siq> % la mejor respuesta de Maria es Opera (r = 1)

sig< % la mejor respuesta de Maria es Boxeo (r=0), y

siq= % cualquier valor de r es una mejor respuesta.

De modo similar, si Maria elige (r,1-r), las

ganancias esperadas de Juan son:
1)+ (1-n) ) =r
r(0) + (1-r) (2) =2 -2r  al elegir “Boxeo”

al elegir “Opera” , y

Igualando las ecuaciones, r = 2-2r — r = ; Asi,

sir >§la mejor respuesta de Juan es Opera (7 = 1)

sir < g la mejor respuesta de Juan es Boxeo (g =0)

ysir =§ cualquier valor de g es una mejor respuesta.

Asf, las estrategias mixtas (q,l—q)=(%,§) de Juan
y (t, 1-1) = (;,%) de Maria, forman un equilibrio

de Nash.
Estos resultados pueden graficarse ast:

r

)
(Opera) 1 —- R —
|
|
2 ]
3
! iy
| 1
i
(Boxeo) |
q
(Boxeo) 1
3 (Opera)

Existen 3 intersecciones de r*(q) y q*(,);
@=0r=0,G=1r=Dy@=1r=1.

Los primeros representan los Equilibrios Nash
en Estrategias Puras (Boxeo, Boxeo) y (Opera,
Opera), y el ultimo es el equilibrio de Nash en

Estrategias Mixtas.

En cualquier juego, un EN (que incluya
estrategias puras o mixtas) aparece como una
interseccion de las correspondencias de mejor

respuesta de los jugadores.

3.2 Céalculos de los de los EN en EM en los
juegos 2x2

Se complica encontrar EN cuando tenemos
juegos con mas de dos jugadores o mas de
dos estrategias por jugador. A continuacién se
sistematiza el procedimiento para el calculo de

EN en EM en juegos 2x2 con 2 estrategias.
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Una EM sera respuesta 0ptima a otra estrategia
dada (pura o mixta) solo si sus estrategia puras
soporte son repuesta 6ptima. Esto significa que
tales estrategias puras producen ganancias
iguales y maximas, dadas la estrategia del
otro jugador (Se hace apoyandose en una

representacion grafica).

Pasos:

1. Se fijan EM genéricas para los jugadores.
Sean (p,1-p) y (9,1-q) EM genéricas para los

jugadores 1y 2 respectivamente.

2. Para], secalculalautilidad esperadau, que
se obtiene de cada una de sus estrategias

puras cuando la estrategia del ], es (g,1-q).

3. A partir del punto 2 se calcula la

correspondencia de respuesta optima del
]1/ Rl (q)'

4. Para el ], se calcula u, que se obtiene de
cada una de sus estrategias puras cuando

la estrategia de ], es (p,1-p).

5. A partir del punto 4 se calcula la

correspondencia de respuesta optima del
le Rz(p) *

6. En el p-q se

graficamente los correspondientes R,(g) y

plano representan

R,(p), obteniéndose los EN en EM en los

puntos en donde se cortan.

A continuacién se aplica el procedimiento al

juego de las monedas.
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El juego de las monedas

J2
(g) Cara (1-q) Cruz
J1 (p) Cara 1,-1 1,1
(1-p) Cruz 1,1 1,-1

1) Dados (p,1-p) y (q,1-q) EM genéricas para ],y

J,, respectivamente.

2) Fijada la EM (q,1-q) del ],, para el ], calcular:
u, (cara, (q, 1-q)) = q(1) + (1-q) (-1) = 2¢-1
u, (cruz, (g, 1-q)) = q (-1) + (1-q) (1) = 1-2q.

3) Encontrar la correspondencia de respuesta

optima R,(q)

u, (cara, (q, 1-q)) > u, (cruz, (q, 1-q))
S21>1-299 > 2.

u, (cara, (q, 1-q)) < u, (cruz, (g, 1-q))
S241<1-20Sq< 2.

u, (cara, (q, 1-q)) = u, (cruz, (g, 1-q))
S2g1=1-2g q= %

Por tanto la respuesta optima es:

Cara, siq > %,

=Cruzsiq < %

Cualquierasiq = % .

P=0(cruz)siq<1.

R,@q) P =1 (cara) si g >

2
1
5
1

P€E[0,1] (cualquier estrategia) si q = :
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Graficamente la correspondencia de respuesta

optima del ], a cualquier EM del J,.

4) Fijada la EM (p,1-p) del ], para el ], calcular:
u, ((p, 1-p), (cara)) = p(-1) + (1-p) (1) = 1-2p
u, ((p, 1-p), (cruz)) =p (1) + (I-p) (-1)) = 2p-1

5) Encontrar la correspondencia de respuesta

optima R, (p)

u, ((p, 1-p), cara) > u, ((p, 1-p), cruz)
S1-2p>2p1 Sp< .

u, ((p, 1-p), cara) < u, ((p, 1-p), cruz)
S1-2p<2p-1 2p> %

u, ((p, 1-p), cara) = u, ((p, 1-p), cruz)
S1-2p=2p-1 S p= %

Por tanto la respuesta optima es:
Cara, sip < %,
=Cruzsip > %
Cualquierasip = % .
g=1 (cruz)sip <

Ll Y

=R, (p) 3y 9=0 (cara) sip >

q€[0,1] (cualquier estrategia) si p = % .

Sepuedevisualizar graficamentelacorrespondencia
de respuesta 6ptima del ], a cualquier EM del J, (ver

R,(@ y R,(p) en la grafica)

6) Los EN en EM se obtienen en los puntos
en los que ambos puntos se cortan. Tomando
en cuenta que el |, es indiferente entre sus
estrategias puras y mixtas (le generan las
utilidades

mismas esperadas) cuando el J,

juega su EM (p, 1-p) = (%, % .

El], esindiferente entre sus EP y EM cuando el

. _1 1
], juega su EM (g,1-9) = 7

Podemos decir que el EN en EM es aquel en
el que cada jugador juega dicha EM, que
corresponde al punto en que se cortan las

correspondencias de respuesta 6ptima.

NE — ;1 1y,1 1
Por tanto, S {(E’ i)’(i’ E)}
Este es el EN en EM del juego, ya
que ningun jugador tiene incentivo a

desviarse unilateralmente.

Ejercicio. Encontrar los EN del problema de la

Batalla de los sexos.

Solucion:
J2
(g) Cine (1-q) Fatbol
J1 (p) Cine 1,2 0,0
(1-p) Fatbol 0,0 2,1
El juego tiene 2 EN en EP

(cine, cine), (fatbol, fatbol).
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Sea (q, 1-q ) una EM de ], la utilidad que J,
obtiene con cada una de sus estrategias puras

es:
u, (cine, (g, 1-q)) = q(1) + (1-q) (0) = q
u, (futbol, (g, 1-q)) = q(0) + (1-q) (2) = 2-2q
Se produce una igualdad

q=2-2q siysolo si q=§

Cuando g =§ el ], obtiene la misma ganancia de

sus dos EP y por tanto de cualquiera de sus EM.

= R,(q) la correspondencia de respuesta optima
del J, es:

p =1 (cine) si q > g
R,(q) p = 0 (fitbol) si g < ;

pEII]V Esiq="2.

Sea (p, 1 -p) una EM del J..

= La utilidad que ], obtiene con cada uno de

sus EP es:
u, ((p, 1-p), cine) = p(2) + (1-p) (0) = 2p
u, ((p, 1-p), futbol) = p(0) + (1-p) (1) = 1-p

Igualando las ecuaciones, se tiene: 2p = 1-p siy

solo si P =%

Cuando P =% el J, obtiene la misma ganancia de

sus dos EP, y por tanto de cualquiera de sus EM.

= Cualquier EM o EP es respuesta optima del
La(p1-p) = () del ],
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q =1 (cine) si p > %
= R,(W1 q=0 (fitbol) si p < %
g€[01] v Esip=L.

3

El EN es la interseccién de la correspondencia

de respuesta 6ptima.

Asi, el conjunto de perfiles de E, que forman

un EN es:

SNE = {(cine, cine),(fiitbol, fiitbol), [(%,g ),(g,% )]}

3.3 Ejercicios y aplicaciones

1. Considerar el siguiente juego.

Jugador 2
L M R
81 0,2 4,0
Jugador 1
33 1,2 0,0
D 50 2,3 81

Supongan que el ], cree que el ], seleccionara U
con probabilidad %, C con probabilidad %, y D
con probabilidad % también suponer que el J,
planea seleccionar aleatoriamente M y R cada

una con probabilidad %

(Cual es el pago esperado del J,?
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2. Evaluar los siguientes pagos para el
juego dado en forma normal de la siguiente
matriz de pagos [recordar que una EM para
el ] es 01 € A {U, M, D} donde 61(U) es 1a
probabilidad que el ], juegue la estrategia U,
61(M) es la probabilidad que el ], juegue la
estrategia My 01(D) es la probabilidad que el J,
juegue la estrategia D. Por simplicidad, podemos
escribir 61 como (61 (U),61(M),61(D)) y en forma

similar para el ] |

T—~2 L C R
U 10, 0 0,10 3,3
D 2,10 10, 2 6,4
C 3,3 4,6 6,6
a)u, (U, Q)
b)u, (D, R)
9u, (D, C)
d) u, (61 ,C) para 01—(% ; 0)
—(11 1
e)u, (61, R) para 6, (ZE 1)
fu, (61, 1) para o1 = (0,1,0)
g u, (Gl,R)para61=(% ,0)

NM—‘ wlm

h)u, (61, 02)paracy=(2,2,0); =(L7/2)

3. Para cada juego encontrar u,(51, 92) y u,( 61

10-2)}731'361_(— )YG (E’E)
T~2 H T

H 1,-1 1,1

T 1,1 1,1

T~2 C D

C 2,2 0,3

D 3,0 1,1

T—~2 o M
0 21 0,0
M 0,0 1,2

4. En el siguiente juego en forma normal, ;Cuél
es el EN en EM?

Jugador 2
I C D
2,0 1,1 4,2
Jugador 1
3,4 1,2 2,3
B 1,3 0,2 3,0

(Qué es un NE con EM en un juego en
forma normal? ;Qué es un EM en un juego

en forma normal?

6. Demostrar que no existe EN con EM en los

siguientes juegos:

Prisionero 2

. . NC C
Prisionero
NC 1,-1 90
1 C 0,9 -6, -6
Jugador 2
L M R
Jugador 1 U 1,0 1,2 0,1
D 0,3 0,1 2,0
Jugador 2
L C R
0,4 4,0 53
Jugador 1
4,0 0,4 53
B 3,5 3,5 6,6
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7. Suponer que tenemos un juego donde
S={H,L} y S,={xy}. Si el ], juega H, entonces su

“_r

pago es “z” sin tomar en cuenta la seleccién de
la estrategia del J,; los otros pagos del ], son
uw (LX) =0y u, = (LY) = 10. Ta puedes escoger
cualquier pago que tu gustes para el J, porque
nosotros solamente estaremos preocupados

con los pagos del ..

a. Hacer la matriz de pago del juego.

b. Si el jugador 1 cree 92=(%,%). (Cual es el
pago esperado del ], de jugar H? ;Cual es
su pago esperado de jugar H?, ;Cudl es su
pago esperado de jugar L? ;Para cual valor
de “z”

L?

es el ], indiferente entre jugar H y

C. Suponga92=(§,§). Encontrar el pago esperado

dejugar L.

8. Evaluar los siguientes pagos para el

siguiente juego:

a. u,(01,])paraocy =(%, %, %, %)
3 e} 0 = 11 13
b u, (o1, O)paracy= (L1, 17
G —(1 111y g,=(12
c. ul (Gl 4 2) para Gl (Z/ Z, 1/ 1) 2 (3/ 3)
_ 11 1 _21
d. u, (61 ,02)para 61_(0’5’6’5) Go (§’§)
T~2 I 0
OA 2,2 2,2
OB 2,2 2,2
1A 4,2 1,3
1B 3,4 1,3
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9. En el juego siguiente:

L R
T 7,7 8,0
B 0,8 99

a. Buscar equilibrio en EP.

b. Existe otro equilibrio en EM, en el cual los
dos jugadores utilizan sus dos estrategias
puras con una probabilidad estrictamente
positiva. Encontrar este equilibrio y

explicar que no hay otro equilibrio en el

que un jugador utiliza una EM (que no es

pura) y el otro utiliza una EP.

c. Dibujar la funcién de mejor respuesta.

10. Sea G={N, S, u} un juego en forma normal,
donde N={i, j} es el conjunto dejugadores, S = {Si
={ A, B}, 5j={C,D}} los conjuntos de estrategia de
los jugadores, y las funciones de ganancia estan

resumidos en la siguiente matriz. Encontrar

todos los NE en EP y EM.
C D
A 2,1 0,1
B 0,4 2,3

11. Relaciones comerciales entre EU y Japon.
Ambos paises estdn estudiando normas de
actuacion para abrir o cerrar sus mercados de

importacién. La matriz de pago a continuacion.
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Japon
Abierto Cerrado
EU Abierto 10, 10 55
Cerrado  -100, 5 1,1

Asumir que cada pais conoce la matriz de

pago y cree que el otro pais actuard en su

propio interés. ;Tiene cada pais una estrategia

dominante? ;Cudles seran las normas de
¢

equilibrio si cada pais actta racionalmente

para maximizar su bienestar?

Solucién:
Estratega dominante

Japon elegira abrir su mercado al margen de
lo que EU decida (es siempre la decision que

maximiza su beneficio.)

EU

al margen de lo

su mercado
decida
Equilibrio: El equilibrio dictado por las dos

siempre elegira abrir

que Japon.
estrategias dominantes es que ambos paises
abran el mercado de importaciéon. Se trata de

un EN. ;Por qué?

Ahora pensemos que Japén no estd seguro
de que EU se comporte racionalmente. En
particular, a Japon le preocupa que los politicos
estadounidenses quieran penalizarles, aunque
con esa conducta no maximicen el bienestar
de EU. ;Cémo afectaria esto a la eleccion de

estrategias de Japon?

(Podria cambiar el equilibrio?

En este caso, Japén optaria por la estrategia
Maximin (la estrategia que maximiza la
produccién de Japoén suponiendo que EU se
comporta irracionalmente). Resulta que esta
estrategia consiste en seguir manteniendo
abierto su sector de importacion. Un mercado
de importacion japonés abierto seria peor para
EU, y por lo tanto, la situacién terminaria por

volver el escenario de ambos mercados abiertos.

12. Dada la siguiente matriz de juego encontrar
las utilidades esperadas, si el Jugador 1 utiliza
la estrategia mixta (p, 1-p) = (;%) y el Jugador 2

utilizara la estrategia mixta (g, 1I-9) = (%, g .

Jugador 2
C D
Jugador1 A 4,-5 4 8
B 1,4 0,1

13. Considerar la “Batalla de los sexos”
para encontrar un Equilibrio de Nash con

estrategias mixtas.

Juan
Opera Boxeo
Maria Opera 2,1 0,0
Boxeo 0,0 1,2

14.Sea G ={ N, S, u } un juego en forma normal,
donde N={Jugador 1, Jugador 2} es el conjunto de
jugadores, S ={A,B}; S,={C,D} son los conjuntos de
estrategia de los dos jugadores, y las funciones de
ganancias estdn resumidas en la siguiente matriz

de utilidades.
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Jugador 2
C D
Jugador 1 A 2,3 2,1
B 1,-1 4,3

a. Hallarlos NE (en estrategias puras y mixtas).

b. ;Cudles son las ganancias de los jugadores al

equilibrio en estrategias mixtas?

c. Dibujar las funciones de mejor respuesta.

15. Dos empresas competidoras (jugador 1,
jugador 2) venden el mismo producto en un
mercado compuesto por dos segmentos del
mismo tamafio, A y B. Cada una de estas
empresas solo tiene recursos para realizar una
campafia publicitaria enfocada a uno de los
segmentos. En el grupo A solo se entera el 30%
de los clientes potenciales, mientras que en el B,
lo hace el 70%. Si ambas firmas se anuncian en
el mismo segmento, cada una vendera al 40%
de los que se enteran. Si lo hace en segmentos
diferentes, cada una vendera al 60% de los que

se enteren.

16. Dos jugadores negocian sobre como
dividirse un billete de $100. Han decidido
que ambos elegirdn simultdneamente e
independientemente una porcién del dinero S,
(0<5<1).SiS1+52, <1 entonces cada jugador
recibe la porcién solicitada; en cualquier otro
caso donardn integro el dinero a una asociacion
de beneficencia. ;Cuales son los NE con EP en

este juego?
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17. Demostrar a través del concepto de
dominancia en estrategias mixtas que el
siguiente juego tiene un tunico Equilibrio de
Nash. Nota: Explorar el concepto de dominancia
de estrategias mixtas sobre estrategias puras, a

través del proceso EIEED.

Jugador 2
I M D
2,2 2,1 0,0
Jugador 1
B 2,1 1,-2 0,0
C 0,0 0,0 1,1
L R
A 2,4 2,5
X 2,0 7,1
Y 6,5 1,2
V4 5,6 3,0

18. Dos personas (J1 y J2) pueden beneficiarse
de realizar una tarea pero solo si los dos la
llevan a cabo. El costo del esfuerzoes 0 <c<1.

Si la tarea es llevada a cabo, el pago es 1 para

cada uno.
Jugador 2
H T
Jugador 1 H 0,0 0, -c
T -c, 0 1-c, 1-c

T= trabajar H= holgazanear

(En qué forma el equilibrio de Nash en EM
se relaciona con el equilibrio en EP? ;Cuando
ocurren cambios en C? ;Qué implicacién

econdmica tiene esa variacion?
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19. El juego de la inspeccion.

En algunos contextos se argumenta que cuando
a una persona se le paga mal se le induce a
que no trabaje adecuadamente y a que realice

actividades irregulares.

Una persona es contratada para realizar
ciertas tareas. Este empleado puede trabajar
a conciencia o dedicarse a actividades
irregulares que lo benefician, pero que no le
corresponde con las tareas encomendadas. Se
establece un salario W por el trabajo, pero el
empleado sabe que silo descubren dedicandose
a actividades irregulares lo despedirian
sin pagarle, perderia el posible beneficio de
sus actividades irregulares y ademds no se
atreveria a emprender ninguna accion legal.
Las actividades irregulares le reportan un
beneficio de 6 al empleado, de manera que si
no lo descubren obtendria un beneficio total de

W +6y si lo descubrieran obtendria 0.

Por su parte, el jefe obtiene ingresos promedio
de $20 si su empleado trabaja, y de solo $10, si
se dedica a actividades irregulares, a los que
hay que restar el salario W para obtener el
beneficio neto. Adicionalmente el jefe incurre
en un costo en término de tiempo, dedicacion y
dinero si decide supervisar al empleado, costo
que lo valora en $4. Asi, si el jefe supervisa y el
empleado trabaja, eljefe obtiene unosbeneficios
promedio de $20 menos el salario W y el costo
de supervision de $4. Si el jefe supervisa y el
empleado se dedica a actividades irregulares, a
los ingresos promedios de $10 hay que restarle

solamente el costo de supervision de $4.

a. Establecer la matriz binaria.

b. ¢Existe alguna estrategia fuertemente
dominante? Considerar los casos cuando
existe un salario bajo (W < 4) y cuando

existe un salario alto (V> 4)

c. Encontrar una EM.

20. El Tiro de penalti.

Se tienen 2 jugadores, un delantero y un
portero (eliminar la posibilidad de que
el delantero falle y envie el balén fuera
de la porteria o al poste) y supongamos
que tiene solo 2 estrategias posibles.
El delantero tiene 2 estrategias acertar (hacer)
el gol al lado derecho o izquierdo de la porteria.
Asi mismo, el portero tiene como estrategias
posibles solamente lanzarse a su derecha o a
su izquierda. Si los dos eligen el mismo lado de
la porteria, el portero parard el tiro (penalti) y
obtendra una utilidad de 1y dejara al delantero
con una utilidad de 1. Si eligen distintos lados
de la porteria, el delantero anotard el gol y
entonces es él quien obtendra una utilidad de 1

y el portero obtendria -1.

a. Representar la matriz binaria del juego.

b. ¢Existe un par de estrategias a las cuales

podrian plegarse voluntariamente?

c. Si el delantero decide tirar un dado y si
sale “5” lanzar4 el tiro a la izquierda y en
caso contrario al derecho. ;Cual es el valor
de las EM?

d. ;Cuales son las utilidades que obtienen los

jugadores con la EM anterior, si el portero
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decide jugar con una estrategia pura de

lanzarse a la izquierda?

e. Supongamos que los dos jugadores juegan
EM arbitrarias; el delantero (p,1-p) y el
portero (7,1-q). ;/Cudl esla utilidad esperada
de cada jugador?, ;Qué significan los pares
de probabilidades pg, p(1-9), (1I-p)q y (1-p)
(I-9)?

f.  Encontrar el equilibrio de Nash en EM.

Solucion ejercicio 19. El Juego de la inspeccién.

La matriz de pagos viene dada de la siguiente

manera:
Jefe

@ (1-q) No

Supervisar supervisar
©) (NS)
Empleado (P) T{,?;t) ajar w, 20-w-4 w, 20-w
(1-p) Otras
Actividades 0,6 w+6, 10-w
©A)

(Qué ocurre si el salario es w=2 (relativamente
bajo) o cuando w=10(relativamente alto)? ;Existira
un Equilibrio de Nash en estrategias puras o en

estrategias mixtas?

Supongamos dos casos: a) cuando w<4 (salario

bajo) y b) cuando w>4 (salario alto).

a. Cuando w<4, por ejemplo w=3, se tiene
que “No supervisar” es una estrategia
dominante para el jefe. Si el empleado
trabaja, el jefe al supervisar, no encontrara
nada irregular y habra incurrido en un

costo de 4. Si el empleado no trabaja, el
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salario es tan bajo quelo que deja de pagarle

no compensa el costo de supervision.

Dado que el jefe no supervisa, el empleado
se dedica a actividades irregulares. Asi,
si W< 4 (salario bajo) el equilibrio EP
consiste en que el jefe no supervise aun
cuando sabe que el empleado se dedica a

actividades irregulares.

b. Si el salario es mayor (W> 4) , por ejemplo
w=5, se puede observar que no existe un

Equilibrio de Nash en estrategias puras.

No podemos tener un equilibrio en
que el jefe elijja la estrategia (pura)
Supervisar, pues si se tuviera, el
empleado decidiria trabajar con toda
seguridad. Pero esto es contradictorio
porque el jefe decidiria ahorrarse el
costo de supervisiéon y no supervisaria.
No podemos tener un equilibrio en que el
jefe elija No supervisar, pues entonces al
empleado le convendria dedicarse a otras
actividades, pero dada esta situacién del
empleado, al jefe si le conviene supervisar,

con lo que tenemos otra contradiccion.

Asi el EM.

Si el jefe supervisa con probabilidad q, para

tnico equilibrio es en

que el empleado no tenga preferencias entre

sus dos estrategias, se requiere que:
q W)+ (I-q) w =g (0) + (1-9) (w+6)
qw+w-qw=0+w-qw + 6 - 6g
= qw+6g=06

—— ] 6
1 W+ 6
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Por otra parte, si el empleado trabaja con
probabilidad p, para que el jefe no tenga
preferencia por ninguna de sus dos estrategias,

se requiere que:

PQ0-W-4)+(1-p)(6) = P(20-W)+(1-p)(10-W)
=20P-PW-4p+6 -6P = 20P-PW+10-W-10P+PW
6 +10P =10P+ PW+ 10-W

6-10 = W(P-1)=>(1-P) = 1

Pero ¢ =WL+6 puede reescribirse en la forma
siguiente:

g(W+6)=6

gWV+6q 26

gW 26-6q

W 26 (1-q)

gW» Es el costo de realizar otras actividades
ya que el empleado pierde su salario si el jefe

decide supervisar (con probabilidad g).

6(1-q) » Es el beneficio de realizar otras
actividades, obtiene 6 con probabilidad 1-g de

que su jefe no supervise.

También podemos reescribir:

P (20-W-4) + (1-p)(6) = P (20-W) + (1-p) (10-W)

de forma siguiente:
(p-hW=4
(I-pW —> Esel ahorro de supervisar.

4 —— Es el costo de supervisar.

De los valores de equilibrio se deduce que al
aumentar el salariosereduce tantola probabilidad
de supervision (g), como la probabilidad que el

empleado se dedique a otras actividades (1-p).

El riesgo de perder un salario mas alto actta
como instrumento de disuasion de realizar

otras actividades.

Por otra parte, aunque la probabilidad de
dedicarse a otras actividades sea mas pequefia,
el incentivo del jefe para no supervisar persiste
porque el salario aumenta. En conclusion: el
salario si influye sobre la decisién de trabajar o

dedicarse a otras actividades.

* Con salarios muy bajos es de hecho un
equilibrio que el trabajador se dedique a
otrasactividadesy queeljefe, aun previendo
que eso ocurrira, no tenga incentivos para

supervisar.

* Con salarios mdés altos desaparece este
equilibrio, y a medida aumenta el salario,
el riesgo de perderlo actia como un fuerte
incentivo que disuade al empleado de
dedicarse a otras actividades que hace

menos necesaria la supervision.

Solucion ejercicio 20. “El Tiro de penalti”.

a. La matriz de pago viene dada por:

Portero
Izquierda  Derecho
: ; 1,1 1,-1
Delantero 6 Izquierda
5
z 1,-1 1,1
6 Derecha
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b. ¢Puedeserunequilibrio (izquierda,izquierda)?
No, el delantero tendria incentivos para
desviarse, lo que implica que no atenderian
la recomendacion. Por tanto, no hay un par
de estrategias que podamos recomendarles
con la caracteristica que se apegaran

voluntariamente.

c. Si lanza un dado, equivale a utilizar
una estrategia mixta, que asigna una
probabilidad de é al lado izquierdo y % al

lado derecho.

d. ;Cuales son las utilidades?

El delantero asigna probabilidad de % al lado
izquierdo, y una probabilidad de % al lado

derecho.

El portero selecciona una estrategia pura,
lanzarse al lado izquierdo (cuando el portero

juega con Izquierda).

= Con una probabilidad de é al delantero le
pararan el penalti y obtendra un valor de -1,
y con una probabilidad de % meterd el gol y

obtendra una utilidad de 1.

=Lauy= () (D+C) W=}

= Lau= (1) W+E) (D=-(

e. Supongamos ahora que los dos jugadores
juegan EM arbitrarias. Si el delantero

juega la EM de tirar al lado izquierdo
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con probabilidad P y al lado derecho con
probabilidad I-p; y el portero asigna una
probabilidad de q a lado izquierdo y 1-g

al lado derecho.

Portero
@ (I-9)
Izquierda  Derecho
Delantero (p) Izquierda -1,1 1,-1
(1-p) Derecha 1,1 1,1

u,=pa(-D)+p1-q)(1) + (1-p)g)(1) + (1-p)(1-9)(-1)
u,=pq(1)+p(1-q) D+ 1-p) (@) 1)+ (1-p)(1-9) (1)

El hecho que un jugador tenga la posibilidad de

usar una EM nosignifica que le convenga utilizarla.

f. Supongamos que el delantero tira a la
izquierda con probabilidad % (y a la
derecha con probabilidad %)

Consideremos al portero. Si elige la estrategia

pura de tirarse a la Izquierda obtendria:
5
up = (D) + Q1) =

Si elige la estrategia pura de tirarse a la Derecha

obtendria:
5
up = (H(D)+ (D=3
Si el portero eligiera una EM con una probabilidad

de g de tirarse ala izquierda, una probabilidad de

(1-q) de tirarse a la derecha, dada la probabilidad
(%,%) del delantero, obtendria:

up=3-G)g
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Asi, dada la estrategia del delantero de asignar
una probabilidad alta (Z) a tirar al lado derecho,
al portero le conviene simplemente seguir la

estrategia pura de tirarse a la derecha
(obtendria ; en lugar de é—%q ).

Asi no le conviene ni tirarse a la izquierda con
. . . 2

seguridad (estrategia pura con la que obtiene -3),

ni usar un mecanismo aleatorio asignando una

probabilidad positiva para tirarse a la izquierda.

De manera que el portero sélo pondrd una
probabilidad positiva a sus dos estrategias, si
no tiene predileccion por ninguna (lo mismo

ocurrira con el delantero).

Entonces, para que el portero siga un EM, no
debe tener predileccion por ninguna de sus

dos estrategias.
g. Asidebera cumplirse:

PD+ 1-p) D = (p) (1) +(1-p) (D

g V

Utilidad esperada del ~ Utilidad esperada del
porterosiselanzaala  portero siselanzaala
izquierda. derecha.

Anélogamente, para que el delantero use un
mecanismo aleatorio, debe cumplirse:

(@) 1)+ (1-q) (D) = q (D + (1-q) (-1)

o o
g g

Utilidad esperada del ~ Utilidad esperada del
delantero si tira al lado  delantero si tira al lado
izquierdo. derecho

Despejando p y q de ambas ecuaciones:

P+ 1-p)-D)=P (1) + (1-p)(1)

P-1+p= -P+1-p

=4p=2

1

q (1) + (1-q)(1) = 9(1) + (1-9)(-1)
-+ 1-q=q-I1+q

= -4g=-2

1

Asi, el tnico equilibrio en estrategias mixtas
consiste en que el delantero tire con la misma
probabilidad a la izquierda que a la derecha, y
el portero se lance con la misma probabilidad a

su izquierda que a su derecha.

Siempre habrd un Equilibrio de Nash si

permitimos usar estrategias mixtas.
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IV
Juegos de suma cero (n =2)

Son aquellos en los que no hay ninguna
posibilidad de cooperacion; la tnica forma en
la cual un jugador puede aumentar su bienestar

es reduciendo el de su rival.

El nombre se origina en los juegos de mesa,
en donde la ganancia de un jugador es

necesariamente la pérdida de su rival.
Un juego de dos jugadores tiene suma cero si:

u(s,,s,)tul,,s)=0vsenS, s en§,

Ejemplo: [observar que la utilidad de J, es el

negativo de la utilidad del J ]

J2
Izquierda Derecha
J1  Arriba 70, -70 50, -50
Abajo 80, -80 40, -40
=
J2
Izquierda Derecha
J1  Arriba 70 50
Abajo 80 40

ElJ1 tratara de maximizar la utilidad; mientras

el ]2 tratara de minimizarla.

Ejemplo: Dos empresas luchan por un mercado
fijo, y al gerente de cada una de ellas se le

instruye para que se preocupe solo por el

porcentaje de ese mercado. Cada gerente
puede mantener la tecnologia con que elabora
su producto actualmente o cambiar a una
tecnologia alternativa. Si decide cambiar, puede
elegir la tecnologia T1 o la tecnologia T2. Cada
tecnologia implica diferentes caracteristicas del
producto. Con la tecnologia actual, la empresa
1 tiene la mitad del mercado, pero tendria solo
el 40% si la empresa 2 cambiara a la tecnologia

T1 y 45% si cambiara a la tecnologia T2.

A continuaciéon la matriz muestra como se

reparten el mercado para cada par de decisiones.

Gerente 2
Mantener T1 T2
Mantener 50, 50 40,60 45,55
Gerente 1
T1 20, 80 30,70 50,50
T2 70, 30 35,65 20,90

Observamos que este juego no cumple las
condiciones de ser un juego de suma cero,
pero si cumple que la suma de utilidades de
los dos jugadores es igual a 100, para todas las
combinaciones de estrategias u,(s, , s,) + u,(s, ,

s,) =100, para todos enS, y paratodos,enS,.

(Coémo convertimos a este juego a uno de suma
cero? Podemos restar 100 a la utilidad que
obtiene el Jugador 2 en todas las combinaciones

de estrategia posibles (el comportamiento del
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J2 no se altera, ya que equivale a decirle al
gerente 2 “preoctipese solo por el porcentaje
de mercado que obtenga menos cien”). Asi

obtenemos la siguiente matriz:

Gerente 2
Mantener T1 T2
Mantener 50, -50 40,-40 45,-45
Gerente 1
T1 20, -20 30,-30 50, -50
T2 70, -70 35,-35 10,-10

Definicién 6.0:
Unjuego de dos jugadores tiene suma constante si:

u,(s,,s)+tu,s,,s)=cc€ Rvs €S vs €S,

Asi, los juegos de suma constante se pueden

transformar enjuegos desumaceroequivalentes.

Supongamos que el Gerente 1 asume una
visién pesimista y se comporta como si todo lo
que no esté bajo su control fuese a ocurrir de la
peor forma posible, es prepararse para el peor

de los escenarios posibles.

Si decide “mantener” la tecndloga actual,
supone que el G2 tomard la decision que mas
le perjudica (elegir T1), lo cual le dejara con
40% del mercado; si elige T1 supone que el G2
elegira la estrategia “mantener” y le dejara con
el 20% del mercado; si elige T2 supone que el
G2 elegird T2 y le dejara con solo el 10% del

mercado. ;Cudl es la mejor decisién para el G1?

Es “mantener” la tecnologia actual, con lo que

asegura 40%. La estrategia que ha elegido G1,
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siguiendo el razonamiento anterior se conoce
como su estrategia maximin (estrategia de
seguridad), y la utilidad que se asegura con tal
estrategia es su es su valor de seguridad o valor

maximin.

Asi, para obtener la estrategia maximin,
suponemos que el jugador rival elegira la

estrategia que minimice la utilidad del J1.

G2
( O) (20) (60)
Mantener T1 T2

(19Mantener ~ 50,-50  40,-40 45,-45 40
G1 3
20,20  30,-30 50,-50 20
T1
(5°)
70,70  35,-35 10,-10 10
)
70 -40 -50

Para cualquier estrategia s en S, el Jugador 2

elegira s, en S, que solucione:
Min u, (s,s,)

s,€5,

El Jugador 1 elegira s, en S, para solucionar
Max Min u, (s,s,) } Asi, el G1 elige

s €S5,,s,€5, “mantener”

El G2 también puede encontrar su estrategia de
seguridad mediante un razonamiento similar

al empleado por el GI1.
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Si G2 decide “mantener”

= El G1 elegira T2 y obtendra -70 (30%)

Si G2 decide T1

= El Gl1 elegird “mantener” y obtendra -40 (60%)
Si G2 decide T2

= El G1 elegira T1 y obtendra -50 (50%)

A sila decision T1 del G2 es lo que asegura una
utilidad de -40 (60%), y permite que el G1 sélo

obtenga 40 (el menor valor).

La estrategia de seguridad de un J, es la

estrategias, €S, que soluciona:

Max Min u, (s,s,) } Asi el G2 elige

s,€5,,s€85, T1(estrategia de seguridad)

En términos de la utilidad del J1, la estrategia

de seguridad del ]2 soluciona:

Min Max u, (s,s,)

52E52,51E81

Observar que para encontrar la estrategia de
seguridad, un jugador conjetura lo que hara
el otro jugador para perjudicarlo, y se prepara
para ello. En un juego de suma cero, la tinica
forma en la cual un jugador puede aumentar su

utilidad es reduciendo la del otro.

(Las estrategias de seguridad siempre forman
un EN?

Suponer una variacion del juego.

Gerente 2
Cambiar Mantener
Gerentel Cambiar 85, -85 70, -70
Mantener 60, -60 80, -80

Aqui la estrategia de seguridad del J, es
“cambiar” lo que proporciona un valor de
seguridad de 70, y la del ], es “mantener”, con
lo que obtiene un valor de seguridad de -80
(observar que este par de estrategias no es un

EN). En este juego no existe un EN en EP.

En juegos de suma cero, un par de estrategias de
seguridad necesariamente formard un Equilibrio
de Nash cuando el juego tenga equilibrio en
estrategias puras y, reciprocamente, un EN en
EP necesariamente estara constituido por un

par de estrategias de seguridad.

4.1 Estrategias mixtas de seguridad

Sea Mi el conjunto de EM del Jugador 7,i=1,2.
(Cual es la estrategia de seguridad del J,? El |,
supondra que para cualquier estrategia p € M.,

el ], elegirad un g € M, que solucione.

Min Eu (p.9)

qeM,
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El ], elegira p € M, que maximice su utilidad

esperada, es decir:

Max Min Eu, (p,q)

}=v1

Una estrategia p”” que solucione el problema

pEM, g€M,

anterior es una estrategia de seguridad (maximin)
del],, y la utilidad esperada V' que obtiene ], es su

valor de seguridad o valor Maximin.

Cuando ], utiliza p”, se asegura al menos una

utilidad esperada de V', es decir:

Eu (p,q)2V' vqeM,

Se puede hacer lo mismo para el J, quien
también se prepara para lo peor y supone
que J, elegira p € M, que minimice Eu,(p,q), es
decir, ], elige g € M, que maximice su utilidad

esperada, es decir:

Max Min Eu, (p,q)

q€M, pEM,

Una estrategia q” que solucione el problema
anterior es una estrategia de seguridad
(Minimax) del J,, y la utilidad esperada V>
que obtiene el ], es su valor de seguridad o

valor Minimax.
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Cuando el ], maximiza su propia utilidad
esperada, esta minimizando la utilidad esperada

de su rival.

Una forma alternativa de definir una estrategia

de seguridad del ],, es encontrar una solucién de:

Min Max Eu, (p,q)

q&€M, p€&M,

Puesto que Eu, (p,q) = -Eu, (p,q), = el valor de
seguridad del ], es:

V. =

2

-Min Max Eu, (p,q)

qeEM, pEM,

Cuando el ], usa su estrategia de seguridad q”
se asegura que el ], no obtendra mas de -V?, es

decir, se cumple:

Eu,(p,q")<-V, VY pEM,

4.1.1 El Principio Minimax y Maximin

En los juegos de suma cero (los primeros
analizados en la historia de los juegos), la
ganancia de un jugador es siempre la ganancia

del otro jugador multiplicada por -1.
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Definicién 7.0:

Un juego G={N=ij; S, S; u, u} es un juego con
suma cero si para cualquier perfil de estrategias

s,€85, 5; € Sj tenemos:

u (S, Sj.) =-u, (S, S/,)

Ejemplo:
)
C D
I, A 0,0 2,2
B 6, -6 5,-5

Este tipo de juego es ttil cuando se analizan

situaciones conflictivas entre los jugadores.

En este tipo de juego, para el Jugador j,
minimizar la ganancia del Jugador i equivale a
maximizar su ganancia.
vs €S, Min u, (S, Sj) = Max U (S, Sj)
s.€S s €S
i T i T

Esto implica, un perfil de estrategias, donde:

* El Jugador i maximiza su ganancia, y al

mismo tiempo.

* El Jugador j minimiza la ganancia de 7 (ui).

Es un perfil donde:

* El Jugador i minimiza su ganancia, y al

mismo tiempo.

* El Jugador j maximiza la ganancia de i ().

Asi, si el perfil de estrategia (si,sj) es un EN de
un juego de suma cero, la ganancia del Jugador
i en el perfil (s,s) es la mejor ganancia de i

cuando j minimiza la ganancia de i.

u, (S, Si) = Max Min u. (t, tj)
t€S ,tES
1 1 ] ]

S, es la mejor estrategia para el Jugador i entre

todas las demés y

S, es la mejor estrategia para el Jugador j entre

todas las demas.

De forma analoga se puede escribir que, si (S, 5)
es un EN, la ganancia del Jugador i en el perfil
(5,S) es la peor ganancia de i (j minimiza la

ganancia de i) cuando i maximiza su ganancia.

u, (S, S,,) = Min Max u. (t, tj)
LES, LES,

Definicién 8.0:

Sea G un juego con suma cero y con dos

jugadores iy j, (S,5) es un EN, entonces:

u.(S, S) = MaxMin u (t, t) = MinMax u.(t, t)
1 1 ] 1INV T ] 1INV T ]
te€ As) t€ As) t€ A(s) tEA(s)

* En forma andloga puede escribirse la ecuacién
para el Jugador j. Estas expresiones es el

principio del Maximiny el principio Minimax.
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* Este concepto es ttil para analizar los juegos

repetidos.

* Las estrategias Maximin, en un juego con
dos jugadores, i, j, se dice que la ganancia
del Jugador i es del tipo Minimax cuando el
Jugador j elige la estrategia que minimiza
la ganancia del Jugador i, y el Jugador j

maximiza su ganancia.

Sea el juego:

Jugador j
ﬁ Min
Jugador i A 2,4 0,3 0
B 4,1 10,2 4 4— Maximin

Max 4 10

T

Minimax

Donde el Jugador i elige entre las estrategias A

y B, y el Jugador j elige entre C y D.

La ganancia Minimax del jugador i esta dada por:

Min Max u, (S, S].)

€ €
5; S].,sl. Si

Se selecciona primero una estrategia S, 'y
buscamos la estrategia S. que maximiza la
ganancia de i, u; (S, S). Se repite con todas
las estrategias del Jugador j. Por ejemplo, si
seleccionamos la estrategia C, la estrategia que
maximiza la ganancia del Jugador i es B (i tiene

una ganancia de 4)
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Con la estrategia D, la estrategia de i que maximiza

la ganancia de i s B (obtiene una ganancia de 10).

Ahora el Jugador j tiene que elegir una
estrategia, pero sin maximizar su ganancia:
elegira la ganancia que minimiza la ganancia
dei. Sijjuega C, la mejor ganancia que i puede
tener es 4, y si juega D, la mejor ganancia de i
es 10. Asi, j elegira la estrategia C. La ganancia

del Jugador i con el principio del Minimax es 4.

Ahora busquemos la ganancia de i con el

principio Maximin.

Min Max u, (S, S].)

5.€S s€8S
1 1, ] ]

La diferencia esta en el orden de las bisquedas
de las estrategias de los jugadores. Seleccionar
primero una estrategia de i y buscamos la
estrategia de j que minimiza la ganancia de 7,
y se hace lo mismo con las otras estrategias de
i, al final el jugador i elige la estrategia i que

maximiza su ganancia.

Siijuega A, la estrategia de j que minimiza la
ganancia de i es D (i tiene una ganancia de 0).
Si i juega B, la estrategia de j que minimiza la
ganancia de i es C (i tiene una ganancia de 4),
entonces la estrategia de i que maximiza su
ganancia cuando j quiere minimizar la ganancia

de i es B. Asi, la ganancia del jugador i con el
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principio del Maximin es 4, que es la misma
cuando utilizamos el principio del Minimax,

esta ganancia se puede denotar por Vi.

Siempre se cumple

MaxMin u_ (S, Sj) = V = MinMax (S, S],)
sS€S5 s €S SS€ES s €ES
! L] I ] It !

Nota: También se puede encontrar el valor de V' .

Ejercicio:

Considerar el juego del “Dilema del prisionero”
con las ganancias siguientes. Encontrar el valor

de v, con el principio de Minimax y Maximnin.

Confesar NC

Confesar 2,2 0,5
NC 5,0 1,1
P2
C NC Min

P1 C 2,2 0,5 0

NC 5,0 1,1 1 4 Maximin
Max 5 1
Minimax

Criterio Maximin.

* Si P1 juega C, la estrategia que minimiza la
ganancia de P1 es NC que proporciona una

ganancia de 0.

* Si P1 juega NC, la estrategia que minimiza

la ganancia de P1 es NC que proporciona a

P1 una ganancia de 1.

* EI P1 quiere maximizar su ganancia. Sijuega
NC la peor ganancia que puede obtener es
1, y si juega C la peor ganancia que puede

obtener es 0.

= P1 elige NC (mayor valor); asi el valor V
=1; el perfil de estrategia es (NC,NC).

Criterio Minimax.

* 5i P2 juga C, la estrategia que maximiza la
ganancia de P1 es NC, que proporciona una

ganancia de 5.

* Si P2 juega NC, la estrategia que maximiza
la ganancia de P1 es NC, que proporciona

una ganancia de 1.

* El P2 quiere minimizar la ganancia del
P1. Si P2 juega NC la mejor ganancia que
puede obtener P1 es 1, y si juega C la mejor

ganancia que obtiene P1 es 5.

= P2 elige NC (menor valor); asi, el valor V
=1, el perfil de estrategia (NC, NC).

Ahora, encontrar el valor j, obtenido cuando
P1 quiere minimizar la ganancia de P2, y P2

quiere maximizar su ganancia.

P2
Confesar NC Max
P1 Confesar 2,2 0,5 5
NC 50 1,1 1 4¢— Minimax
Min 0 1
Mamein
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Maximin

* Si P1 juega C, la estrategia que maximiza la
ganancia de P2 es NC que proporciona una

ganancia de 5.

* Si P1 juega NC, la estrategia que maximiza

la ganancia de P2es NC,que  proporciona

una ganancia de 1.
* El P1 quiere minimizar la ganancia de P2.

i. Sijuega NC la mejor ganancia que puede

obtener es 1.

ii. Si juega C la mejor ganancia que puede

obtener es 5.

= P1 elige NC (el menor valor); asi, el valor Vf

;= 1; en el perfil de estrategia (NC,NC).

Minimax.

* S5i P2 juega C, la estrategia que minimiza la
ganancia de P2 es NC, que proporciona una

ganancia de 0.

* Si P2 juega NC, la estrategia que minimiza
la ganancia de P2 es NC, que proporciona

una ganancia del.
* El P2 quiere maximizar su ganancia.

i. Sijuega NC la menor ganancia que puede

obtener es 1.

ii. Sijuega C la menor ganancia que puede

obtener es 0.

= P2 elige NC (el mayor valor); asi, el valor
V. =1, en el perfil de estrategia (NC,NC)

Puede observarse que 'V, ="V ..
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4.2 Punto de silla de montar.

En algunos juegos el Maximin y Minimax no son lo
mismo. Dado el siguiente juego, con los jugadores

Maria y Juan, cada uno con sus estrategias:

Juan
B Min
Maria 2 3 N
0 2 0 ¢ MaxMin
C -5 10 -5
Max 2 10
Mi1r‘1r Max

Maria puede asegurar que ganara al menos 0,

y Juan puede asegurar que ganard no mas de 2.

Sabemos que en algunosjuegos el valor Maximin

y Minimax son diferentes, por ejemplo:

Juan
A B Min
Maria A 2 -3 -3
B 0 3 0 ¢ MaxMin
Max 2
MimT Max

Ningan jugador querra jugar una estrategia
simple con certeza, el tnico plan podria ser
utilizar la estrategia con cierta probabilidad
(EM). Si Juan utiliza una moneda y decide
utilizar la estrategia A con probabilidad % y la

estrategia B con probabilidad %

= Si Maria juega A, ella obtendrd un pago
de 2 con probabilidad %, y un pago de -3 con
probabilidad de %
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Asi, el pago esperado de Maria cuando

selecciona la estrategia A es:

u, = (

B =
N
—
n
+
B =
1
&}
N
Il
1
[N

Y si Maria selecciona B= u,= (%) ©) + %(3) = %

Si Maria sabe o adivina que Juan jugara dicha EM,

= Marfa deberia jugar la estrategia B=%
(obtiene mayor ganancia), esto es llamado “el

principio del valor esperado”.

Si ta sabes que tu oponente esta jugando una
EM determinada, y que continuara jugando de
acuerdo a lo que ta hagas, ta deberias jugar tu

estrategia la cual tiene un mayor valor esperado.

Ahora consideremos la situacién del punto de

vista de Juan.

Si Juan usa la EM (%,%) y Maria adivina esto,
Maria podria tomar ventaja de su conocimiento
para obtener un pago esperado de % Juan podria
considerar usando una EM con diferentes

probabilidades, por ejemplo: (%g) =(q 1-9).

¢(Podria haber alguna opcioén de probabilidades,

en la cual Maria no podria tomar ventaja?

Supongamos que Juan juega una EM con
probabilidad (g, 1I- g), 0 < g <1. Calcular los

valores esperados para Maria.

Juan
@A (9B
Maria A 2 -3
B 0 3

Si Maria selecciona A:
q(2)+(1-q) (-3) =29-3+3q=5q-3
Si Maria selecciona B:

g0)+(1-q) () = 3-3q

Maria no sera capaz de tomar ventaja de la EM
de Juan si estos dos valores esperados son lo

mismo, es decir:

3
5q—3=3—3q=>8q=6=>q=1

=1-g= 1

31
Asi, si Juan juega la EM (1’1)’ Juan puede
asegurar que Marfa ganara, en promedio, no
. 3 . . .
més que , por juego independientemente de

como juegue Maria.

Si Maria juega A:
3 1 3
(P @+ @PE =7

Si Maria juega B:

3 1 3
RO PE =3

Es importante pensar acerca de cémo Juan
podria en la practica jugar una EM con esas
probabilidades (asignar mediante algtn
proceso aleatorio, tirar una moneda, generar
nimeros aleatorios entre 0 y 1, y jugar B si

dicho namero es mayor a 0.75, etc).
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Ahora consideremos el punto de vista de Maria,
intentando encontrar una EM (p, 1- p) para la
cual Juan no puede tomar ventaja. Ahora, para

Juan encontremos los valores esperados.

SiJuan juega A:
p2)+(1-p)0 =2p

Si Juan juega B:
p3)+1-p3 =3-6p

Igualando las dos ecuaciones, tenemos:

5
2p = 3-6p = p= §=>1—p= =

Si Maria juega una EM ( ) ella se asegura de

ganar, en promedio, al menos — 3 por juego, de

acuerdo de cémo juegue Juan.

Sijuega A:
3+ Gy 2 & -
(D + RO = =

o w

Si juega B:
3 5

m| ™

1

Asi, Marfa tiene una EM que le asegura un
pago esperado de al menos ; Juan tiene una
EM, la cual le asegura que el pago esperado de

Maria no serd mayor a —.
4

La Teoria de Juegos prescribe lo siguiente:
3
"1 el valor del juego (V).
. (;%) es la estrategia 6ptima de Juan.

35 S P
. (§’§) es la estrategia 6ptima de Maria.
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Estos valores son denominados “La solucion

del juego”.

Existe un teorema que establece que cada
matriz de juego tiene como tal una solucion, ya
sea en EP o en EM.

Un método abreviado para calcular soluciones
de EM para juegos 2x2 (Willams,1986) se ilustra

a continuacion:

Juan
A B
Maria A 2 -3
B 0 3
Diferencia entre filas
+3 g
>€ } Probabilidad
3)=-3 5 de Maria
8

>8

Diferencia entre columnas

3
>€ 1 Probabilidad
33=-6 2 =1 de Juan
4
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Los valores Maximin y Minimax que hemos
encontrado anteriormente son equivalentes al

concepto de “punto de silla de montar”.

Definicién9.0:

El resultado de un juego es llamado “punto de

silla de montar” si el ingreso de un resultado
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es menor que o igual a cualquier ingreso en su
fila, y mas grande que o igual que cualquier

entrada/ingreso en su columna.

Principio de silla de montar:

Siunamatrizdeunjuegotiene un“puntodesilla
de montar” (PSM), ambos jugadores jugarian

una estrategia en la cual esta contenida.

Definicién 10.0:

Para cualquier matriz de un juego, si hay un
namero V¥ tal que el Jugador 1 tiene una
estrategia la cual garantiza que ganara al
menos V, y el Jugador 2 tiene una estrategia
la cual le garantiza que el Jugador 1 ganara no
mas que 'V, entonces V_esllamado “ el valor

del juego”.
Si un jugador tiene un PSM, el ingreso del PSM

es el valor del juego.

Figura 4.1: Punto de Silla de Montar

Pagos

d r )

7 77 7
F A ,r".)
;f :'f ;'fx "Jr /

£
Columnas

En general, un punto de una funcién donde
las derivadas tienen un valor de cero, porque
la funciéon toma un valor mdaximo para

incrementos de una variable y un valor minimo

para incrementos de la otra variable (por lo que,
el punto no es ni un maximo ni un minimo) es
llamado un punto de silla de la funcién, ya que

la grafica tiene un parecido a una silla de montar.

En el ejemplo siguiente, los ntimeros encerrados
en circulos son PSM. Si Max-Min = Min-Max,
entonces se presentan en las estrategias de
PSM. En el ejemplo, los 2 PSM estan en las
estrategias (A, B), (A, D), (C, B) y (C, D).

Juan
A B C D Min
A 4 @ 5 @ @4
Maria B 2 1 21 20 20 Maximin
c 3 @ 4 @ @
D -16 0 16 1 -16

Max 4 (2 16 (2
tMinimaxj

Observar que habran casos en los cuales los
valores Maximin y MiniMax no son lo mismo,
entonces se dice que no tiene un PSM. En el

juego siguiente; por ejemplo:

Juan
B Min
2 -3 -3
Maria Lo
0 2 @ 4 Maximin
C -5 10 -5
Max ©) 10
Minimax

Se observa que no existe un PSM. Maria puede
asegurar que ella ganara al menos 0, y Juan

puede asegurar que Maria no ganard mas de 2.
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El método abreviado para calcular soluciones
en EM para juegos 2x2 se utiliza cuando no
existe un PSM; es decir, es importante que se
verifique un PSM antes de utilizar el método

abreviado para encontrar una EM o6ptima.

Ejemplo: Dado el siguiente juego encontrar las

proporciones Optimas.

J2 (Oponente)
A B Min
J1 A 1 2 2
B -1.5 2 @- Maximin
Max @ 2
MirImax

Valores diferentes = No existe un PSM

Entonces se necesita encontrar una EM.

2
A B

N A 1 2
B 15 2

Diferencia entre filas

3.5
1-(-2)=1+2=3 >€ 3.5 5= 0.54 Probab.

3 n
-1.5-2=-3.5 3 =046
6.5
Diferencia entre columnas
4
1-(1.5) 4 s = 0.62
=1+15
Probab.

=25 X 12
2-2=-4 2.5 2'5—038
—L- - = . a - .

Observar que el J1 jugara las estrategia A mas
que B; y que el oponente jugara la estrategia A
mas que B (0.62 > 0.38).

52

Otra forma equivalente es encontrar las EM,

igualando los valores esperados para cada

estrategia.
J2
A B
n (PA 1 2
(1-p)B 15 2

Supongamos que el J1 selecciona A con una
probabilidad P, y

Supongamos que el J1 selecciona B con una
probabilidad (1-p).

Si el oponente (J2) selecciona A = el pago

esperado para J1 es:

p (1) + (1-p) (-1.5) =2.5p -1.5
Si el oponente (J2) juega B = el pago esperado
para J1 es:
p(2)+1-p)2)=2-4p
Ahora, igualando los dos pagos esperados se tiene:
35

25p-1.5=2-4p p= g5 =054

= 1-p = 1-0.54 = 0.46

Asi el J1 debe jugar la estrategia A el 54%
y la estrategia B el 46%

Luego el J1 tiene un valor del juego de:
p(1) +(1-p) (-1.5)
1(0.54) + (-1.5) (0.46)
=-0.15
Para el oponente, se tiene un valor del juego de':

q(1)+(1-g)(-2) = (-1) (0.62)+(2)(0.38) = 0.15

11 Se cambian los signos para los pagos especificos del oponente
(Juego suma cero).
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Asi se tiene un juego de suma cero. ;Por qué?

Por lo tanto, el J1 perdera en promedio 0.15 por

cada juego y el oponente ]2 ganaré 0.15.

El método para analizar juegos de estrategia
mixta no funciona si uno o maés jugadores

tienen mas de dos estrategias.

Mas alla de juegos 2x2, los proximos juegos
mas complicados son 2xn, donde Maria tiene
2 estrategias puras y Juan tiene n>2, o mx2,
donde Maria tiene m>2 estrategias puras y

Juan tiene 2.

Si tales juegos no tienen un PSM, resulta que
siempre tiene una solucion, la cual es una
solucion de EM a uno de sus subjuegos 2x2
Para un m o n grande, puede haber un gran
nimero de sus subjuegos 2x2 para tratar.
Afortunadamente hay una técnica grafica
elegante para encontrar subjuegos 2x2 que dan

la solucion al juego.

4.3 Juegos de la forma mx2 y 2xn

Considerar el juego 3x2 (mx2)

Juan
A B
2 -3
Maria
0 2
C -5 10

Ya hemos verificado que este juego no tiene
un PSM.

La solucion a este tipo de juegos es la siguiente:

Para cada estrategia de Maria, marcamos
el pago si Juan juega la estrategia A en el eje
izquierdo del siguiente grafico, marcamos
el pago si Juan juega la estrategia B en el eje
derecho, y luego conectarlos en una linea.
Observar que la coordenada vertical de esta
linea arriba de cualquier punto de X le da un
pago esperado a Maria, si Juan juega una EM
(1-X) A, XB.

Si Maria sabe o adivina la EM de Juan, ella
podria tomar ventaja para seleccionar la
mejor respuesta, la cual podria significar que
el resultado fuera superior al segmento de la

linea gruesa del grafico.

Pagos de Maria

]
94 Maria asegura que Juan - 9
No ganara menos que ",‘7

Expectativas de Juan

Valor del
Juego

ndy —_—
7 0.57

< 4&
Juan asegura que Maria -+ -5
Noganara mas que  4/;

Juan (A Juan (B)

o] 2 , 1
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Juan querria elegir x para hacer el pago
correspondiente a Maria como el menor (mas
pequefo) posible para obtener el punto mas
bajo del segmento de linea gruesa. Ya que este
punto (circulo) esta en la interseccién de las
lineas de la estrategia de Maria (A) y Maria (B),

el apropiado subjuego a resolver es:

Juan Probab.
de Maria
A B
A 2 3 2
Maria 7
B 0 2 E
7
Probab. d 5 2
robab. de Juan 7 =
Maria jugaria A con probablhdad = jugaria

B con probablhdad = y nunca debe jugar la

estrategia C.

Se puede hacer una verificacion de que esta
solucion del juego es la 6ptima, haciendo los

siguientes calculos:

Expectativas de Maria si Juan juega ( YAy ( )B
SR >=i

2
YO+

2=
) (5) + ( )(10)--?

Maria (A): (
(B): (
©:(

1| B

7
5
7
5
7
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Expectativas de Juan si Maria juega (;) Ay (g) B
Juan (A (3) @+ ) 0+ O3 = 5
®): (2) 3+ ) + 010 = 5

Lo principal del resultado es que todas las
4
expectativas de Maria son < -, y todas las

expectativas de Juan son 2 -.

Asi, Juan asegura que Maria no ganara mas
que ;, y Maria asegura que Juan no ganara

4. : 4
menos que -; asf el valor del juego es o

Observar en la grafica que, el punto mas bajo
en la linea gruesa se encuentra arriba de x = =

(g del recorrido hacia la estrategia A de ]uan).

La coordenada vertical de este punto es -, el
valor del juego. Arriba de x = Ia linea para
Maria (Estrategia C) tiene una coordenada
vertical de - un valor mas bajo que el valor
deljuego, lo cual es por lo que Maria (Estrategia

C) no deberia ser usada.

Para juego 2xn se puede aplicar la misma

técnica gréfica, con algtin importante cambio.

Juan

Maria

B B VIIRE R N

|
~1l
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Juanasegura que
Maria no ganara
6 menos que ; (=) - 6

.
&
g
°0
S

Juan Seleccionara
estrategia para
ermaneceren

Seleccionaun X'
para oblener el
unto mas

oo BEEE | b T -3
Maria (A) ™=®" Maria (B)
f ! I
0 X —_— 1
3 4
7 7

Juan trataria de seleccionar su estrategia para
permanecer en la posicién mas baja, y Maria
querria seleccionar un valor x para obtener el
punto mds alto de la posicion mas baja. Esto

implica la estrategia A y la estrategia C de Juan.

Las estrategias mas 6ptimas son:

2 3
]U.an (?/ O/ ? 7 OI O)
.2 3,
Maria (5, ?) = (A, B)

5
Expectativas de Maria, si Juan juega (2 YAy (7 )C

. 2 5 71
Maria (A): (?) @+ () @)= -
Maria (B): (;) (3) + (;) 1) = %

Juan (A): (2) (9 + ) @) = 5
Juan (B: () (5)+ () ¢3) =5
Juan ©): (2) (1) + () (1) = 7
juan (D): (£) (0) +(3) () = 5

Juan (B): (£) (4)+ (3) ©) =5

. 1 .
El valor del juego es -. Lo importante es
verificar que todas las expectativas de Juan en

. . 1
contra de las expectativas de Maria son > 7

(Qué ocurre con juegos donde ambos jugadores
tienen més de dos estrategias que seleccionar?
John Von Newman demostré que todos ellos

tienen soluciones.
4.4 Ejercicios de Juegos de Suma Cero

1. Obtener un valor V. con el principio Maxi-

Min y Mini-Max de los siguientes juegos:

a)
J
C D
1 A 0,1 2,0
B 4,4 3,5
b)
J
C D
i A 2,5 3,-1
B 2,0 53
Q)
Maria
Fatbol Ballet
Juan Futbol 4,1 0,0
Ballet 0,0 1,4
d)
J
A B
) K 3 1
i
L 1 2
M 2 2
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Para el ejercicio b), demostrar que los valores
v.EV.

2. Encontrar el valor Maxi-Min y Mini-Max
para el juego Piedra-Papel-Tijera y para el juego
de Las Monedas.

a)
Juan
Pi Pa Ti
Pl 0, 0 ‘1/ 1 1/ “1
Maria
Pa 1,-1 0,0 1,1
Ti 1,1 1,-1 0,0
b)
J2
Cara Cruz
Cara 1,-1 1,1
J1
Cruz 1,1 1,-1

Para el caso b), encontrar una EM para J1y J2.

3. Dado el siguiente juego de Suma Constante,
transformarlo en un juego de Suma Cero y

encontrar el valor V¥ -

C D
_ A 60,60 70,50
1

B 80,40 75,45

(Cual es la estrategia de seguridad para el

jugador i?
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4. Encontrar el valor j para el juego del dilema

del Prisionero.

C NC
i C 2,2 0,5
NC 50 1,1

5. Encontrar un PSM en cada juego; si no
existe, resolver a través de la técnica grafica,

encontrando subjuegos.

a) mx2
A B
A -3
B -1
C 2 2
D -6
b) mx2
A
A 2
B 1
C -2
D 4
C) 2xn
A C D E
A -4 2 3 2
B 4 -1 -3 1

6. Dadala matriz de juego 3x3, aplicar el método

de Expectativas de Igualacion.

A B C
A 3 0
B -1 2 2
C 1 0 -1

Encontrar la solucién del juego
y el valor del juego.
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7. Considerar el juego 2x2.

Juan
A
Maria A a b
B c d

El juego tendrd un PSM a menos que las dos
entradas mas grandes estén diagonalmente
opuestas cada una de la otra. Asi, suponer
que las dos entradas (ingresos) mds grandes
son a y d. suponer que Juan juega A y B con
probabilidad x y (1 - x).

a. Mostrar que el valor de x, el cual igualara
las expectativas de Maria para la estrategia

A de Maria, y la estrategia B de Maria es

~ d-b
T @—0+(d-b

b. Mostrar que el valor del juego es

ad — bec
(a—c)+(d—-b)

v:

8. Considerar el siguiente juego aplicado a la

Antropologia

LA PESCA JAMAICANA

Una importante escuela de Antropologia

reflexionoé sobre el conocido “Funcionalismo”,

el cual sostiene que las costumbres, las
instituciones o patrones de comportamiento
en una sociedad pueden ser interpretados
como una respuesta funcional a los problemas
con los cuales la sociedad enfrenta; asi, un
método para comprender la organizaciéon de
las sociedades podria ser identificar problemas
y tensiones, ver qué tipo de comportamiento
proporcionaria buenas soluciones y comparar
patrones de comportamiento de la sociedad de

aquellas soluciones.

La primera aplicacién cuantitativa de la
teoria de juegos de dos personas al problema
antropolégico fue realizada por Davenport
(1960), sobre la pesca jamaiquina, que estudié
una via de 200 personas en la costa sur de
Jamaica, cuyos habitantes vivian de la pesca.
La zona de pesca se extiende hacia fuera de
la costa (mar adentro), a unos 22 kilémetros.
Analizé 26 tripulaciones de pescadores en
navegacion, en tres dias de pesca cada semana.
La zona de pesca era dividida hacia adentro y
hacia afuera de la orilla. Hacia adentro de la
orilla (inside) se encuentra de 5 a 10 kilémetros;
mientras que hacia afuera de la orilla (outside-
mar adentro) se encuentra mas alla de los 10
kilémetros. Hacia adentro de la orilla esta
siempre protegida de las corrientes fuertes. La
zona entre inside y outside la llamaremos in-out,

que es donde inician corrientes fuertes.

Asi, los capitanes de las canoas pueden
posiblemente adoptar 3 estrategias diferentes

para pescar:
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Inside: Colocar todas las canoas al interior

de la orilla.

Outside: Colocar todas las canoas al otro

lado de la orilla.

In-out: Colocar algunas canoas al interior
de la orilla, y algunas al otro lado de la

orilla (mar adentro).

Estas estrategias tienen algunas ventajas

y desventajas:

1.
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Ya que el tiempo de recorrido es més largo,
las tripulaciones siguen las estrategias
outside o in-out, que pueden establecer un

namero menor de canoas.

Cuando la corriente es alta, es perjudicial
para las canoas del otro lado de la orilla
porque pueden sufrir accidentes y el
pescado puede morir por los cambios de
temperatura y otras condiciones inducidas

por la corriente.

Al otro lado de la orilla produce una
alta calidad de pescado (en variedades y

tamanos).

Las canoas en la zona outside o in-out
requieren de canoas maés resistentes. Los
pescadores de la zona inside a menudo
compran sus canoas usadas de los
pescadores, quienes van al otro lado de la
orilla outside, las cuales son mas nuevas y

mas resistentes.

Davenport recolecté datos para estimar el

pago de las tres posibles estrategias, cuando la

corriente estd en marcha y cuando la corriente

no estd en marcha. Los pagos de la matriz son

un promedio de los beneficios en libras por

mes de pesca de una canoa.

Asi, la matriz siguiente puede ser vista como

un juego 3x2.

Corriente
No
Marcha
marcha
Pescador Inside 17.3 11.5
Outside -44 20.6
In-Out 52 17.0

ii.

iii.

iv.

vi.

vii.

Viil.

Encontrar el valor del juego.
Las estrategias Optimas.

(Coémo se compara la solucién del juego
con el comportamiento de los aldeanos?

¢(Por qué no utilizan la estrategia outside?

(Cual es la conclusion del juego?, ;Podria

haber una falla para este juego?

(Qué significa el valor del juego encontrado,

desde la perspectiva del Mini-Max?

(Qué pasa si los pescadores utilizan una
EM del 25% con la estrategia “Marcha”?.

Calcular el valor esperado de sus diversas

estrategias.

Suponer que en un afo la corriente corra
(Marcha) en un 35% del tiempo. ;Cuéles

son los pagos esperados?
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9. Considerar el siguiente juego aplicado a

conflictos (fenémeno de la guerra).

GUERRILLAS v.s. POLICIAS

Los juegos de suma cero representan
situaciones de conflicto y la solucién tedrica
para ellos, describe estrategias racionales
para el conflicto. Dado que la mayoria de la
forma extrema del conflicto es la guerra, no
es sorprendente que algunas de las primeras
aplicaciones propuestas en la teoria de juegos

fueran tacticas de guerra.

Supongase que hay m guerrillas, n policias,
y 2 arsenales de Gobierno a los cuales la
guerrilla les gustaria capturar, y la Policia
debe defender. La guerrilla atacara uno o
ambos arsenales y ellos capturaran cualquier
arsenal atacdndolo con més fuerza respecto a

los policias (que defienden).

La guerrilla gana el juego si ellos capturan
incluso un arsenal (ellos tiene armas para
continuar atacando), la Policia gana solamente

si ellos defienden con éxito ambos arsenales.

La guerrilla puede sin duda ganar si m>n: ellos
solo atacardn a cualquiera de los dos arsenales
con toda su fuerza. La Policia gana si n=2m: ellos
defienden cada arsenal con fuerza de al menos

m. Lo interesante del caso es cuando m <n <2m.

Para hacerse una idea de esta situacion, suponer

m=2yn=3.

El reto de la guerrilla es como dividir su fuerza

entre los dos arsenales2 -001 - 1.

Si ellos dividen 2 - 0, ellos atn tienen que
decidir cudl arsenal atacar. Ellos decidiran
aleatoriamente, ya que cualquier solucién no

aleatoria puede ser anticipada por la Policia.

La Policia debe decidir si divide3-002-1,y
entonces decidir (aleatoriamente) dénde enviar
la fuerza mas fuerte. La matriz se presenta a
continuacién, con los pagos de las guerrillas (1
para un ganador, 0 para un perdedor). Un pago
de % si la guerrilla divide 2 - 0, % del tiempo,
atacaran al arsenal, el cual tiene la fuerza de
defensa mas fuerte y perderan; la otra mitad
del tiempo ellos atacaran al arsenal mas débil

y ganaran.

3 Policias
3-0 2-1
2 Guerrillas 2-0 1 1
2 2
21 1 0

(Cual es el valor del juego?

(Cual es la estrategia Optima?

Para otras fortalezas la estrategia Optima
puede ser una estrategia Mixta; considerar el

siguiente escenario:

4 Policias
4-0 3-1 2-2
4-0 1 1 1
4 Guerrillas 2
3-1 1 l 1
2
22 1 1 0
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i. Encontrar la solucién para la guerrilla y

para los policias.

ii. Encontrar el valor del juego.

10. Considerar el siguiente juego aplicado a

conflictos (la guerra de las galaxias)

STAR - WARS

Considerar un problema de penetraciéon de misiles
(Jhonson, 1966) aplicable al programa de defensa
de misiles como el programa “Star Wars” de los
Estados Unidos (1980) llamaremos a los paises
“Red” y “Blue”. Suponer que Red desea destruir la
base militar de Blue. Red tiene 4 misiles los cuales
seran disparados en secuencia. Dos de los misiles
tienen ojivas reales; mientras que otras dos estdn
vacias. Para la defensa, Blue tiene anti-misil. Cada
antimisil puede examinar dos misiles de Red y

destruir el primero que tiene una ojiva real.

Red debe escoger el orden en el cual enviara la
ojiva real y las vacias. Usaremos la notacién en
la cual DWWD significa enviar una ojiva: vacia,
ojiva real, real, vacia; en ese orden la seleccion de

Blue es cuando dispara los antimisiles.

Otra notacién sera que 13 significa disparar en la
primera y tercer misil de Red. Blue gana el juego
(Pago 1), si Blue destruye ambas ojivas de red; Blue
perdera (Pago 0), si incluso se recibe una ojiva a
través de Red. Para ilustrar como los pagos son
calculados, considerar Blue 12 contra Red DWWD.
El primer antimisil de Blue observa misiles de red
#1 y #2, y elimina #2, el cual tiene una ojiva viva;

el segundo antimisil Blue puede rastrear misiles
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de red #2 y #3. Red #2 ha sido eliminada, de
manera que este antimisil eliminara Red #3. Blue
gana, obtiene un pago de 1. La Matriz se presenta

a continuacion:

Red
WWDD WDWD WDDW DWWD DWDW DDWW
12 1 1 0 1 0 0
13 0 1 1 1 1 0
Blue 14 0 0 1 0 1 0
23 0 0 0 1 1 1
24 0 0 0 0 1 1
34 0 0 0 0 0 1

Encontrar la solucion del juego.

11. Considerar el siguiente juego aplicado a la

Biologfa.

ESTRATEGIAS ESTABLES EVOLUTIVAMENTE
(ESS)

La idea de ESS fue introducida por Maynord
Smith y G.R Price (1973) es una idea que explica
la Biologia evolutiva. Es especialmente aplicable
al estudio del comportamiento y tiene su base
en la moderna Sociobiologia. La idea basica
radica en que por qué miembros individuales
de una especie biologica tienen similares
necesidades, y recursos limitados situaciones
de conflicto a menudo aparecerdn. En esta
situaciéon de conflicto hay diferentes patrones
(estrategias) de comportamiento que pueden
seguir en forma individual. En estos casos la
Teoria de Juegos puede ayudar a seleccionar
dichos patrones de comportamiento (lo que
toma el lugar de la racionalidad es la presion

evolutiva, la seleccion natural).
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Miembros de una especie se comprometeran
en repetidos conflictos aleatorios bajo el mismo
recurso. Cada conflicto es entre dos miembros
y solamente uno puede ganar; el recurso es

valorado con 50 puntos.

Los puntos son interpretados como un
incremento a la probabilidad de pasar genes
a la proxima generacién. Supongamos que
un individuo tiene solamente dos estrategias

posibles: Halc6n y Paloma.

Un Halcén lucha por el recurso; una Paloma
solo se involucra en un conflicto simbdlico;
adopta postura, pero en realidad no lucha.
Si ambos jugadores adoptan la estrategia
Halcén, ellos lucharan hasta que uno es
lesionado. El ganador obtendré el recurso con
un valor de 50 puntos, mientras el perdedor
obtendré 0 puntos. Si un Halcén encuentra una
Paloma siempre ganara el recurso. La matriz se

presenta a continuacion.

12
H P

n H 25 50
P 0 15

(Qué ocurre si se tiene una poblacién mixta,
. 1 3
por ejemplo 1 de Halcones y 1de Palomas?
(Qué poblacion se incrementa, los Halcones o

las Palomas?

12. Encontrar una EM en la cual la proposicion
de Halcones y Palomas tengan un balance en
el incremento de la poblacion. Esta solucién es

denominada estrategia estable evolutivamente (ESS).

APAREAMIENTO ASIMETRICO

Considera un simple juego de apareamiento
asimétricoenelcualunahembra (unP4jaro...),
intenta mantener un macho para permanecer
con él y ayudar a crear una familia en lugar
de irse y propagar sus genes en cualquier
otro lado. Una posible técnica para hacerlo es
insistir en un largo y arduo cortejo antes de
aparearse. Suponer que una hembra puede
ser timida (insistir en un cortejo) o rapida
(estar dispuesta a aparearse con cualquiera de
su especie), y un macho puede ser cualquiera
de las dos caracteristicas: fiel (pasar por un
cortejo y luego ayudar a criar a los bebes)
o infiel (no estar dispuesto a pasar por un
cortejo, y abandonar a cualquier hembra
después del apareamiento). Suponer que los
pagos de cada padre de los bebés es +15 vy,
el total de costos por criar bebés es de -20,
los cuales pueden ser divididos igualmente
entre ambos padres, 0 caer enteramente en
la hembra si el macho la abandona. Suponer
que el costo de un largo cortejo es -3 para
cada jugador (Dawkins, 1976).

Macho
Fiel Infiel
Hembra Timida 2 2 ©,0)
Rapida (5, 5) (-5, 15)

i. Demostrar que no hay un equilibrio en EP.

ii. Encontrar una EM ESS (estrategia estable
evolutivamente) para el macho (seria una
en la cual iguala los pagos esperados de
“Timida” y “Répida”).
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iii. Similarmente, encontrar una ESS para

la hembra.

iv. Si los machos y las hembras siguen esas

ESS, ;Cuales serian los pagos esperados?

Solucion al ejercicio # 2 b.

j
C D
i A @5 3)\-1
B 20 s
Max @ 5
T

Min Max

(O8]
1
N

I. Maxi-Min: (Jugador 7)
[i quiere maximizar su ganancia; j minimizar
su ganancia de 1]
Siiselecciona A, la S,que minimiza la ganancia
i es C (ganancia = 2)
Siiselecciona B, la Sj que minimiza la ganancia
i es C (ganancia = -2)
i quiere maximizar su ganancia. Si juega A la
peor ganancia es 2; si juega B la peor ganancia
es-2

Entonces i elige A (el mayor valor); asi v,=2;
S, Sj) =(A0)

II. Mini-Max: (Jugador 7)
SijJuega C, la S que maximiza la gananciaies
A (ganancia = 2)
SijJuegaD, la S que maximiza la gananciai es
B (ganancia = 5)
j quiere minimizar la ganancia i. Si juega

C la mejor ganancia es 2; si juega D la mejor
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ganancia es 5

Entonces j elige C (el menor valor); asi v, =2 ;
5,5)=(A 0

[I. Mini-Max: (Jugador j)
SiiJuega A, la S que maximiza la gananciaj es
C (ganancia = 5)
SiiJuegaB,la S que maximiza la ganancia j es
C (ganancia = 0)
i quiere minimizar la ganancia de j. Si juega
A la mejor ganancia es 5; si juega B la mejor

ganancia es 0

Entonces i elige B (el menor valor); asi v,=0;
(Si, Sj) = (B, C)

j

C D Max
i A 2,/5\ 3,/1\ 2 4— MinMax

B -2,@/ 5,\3/ ©
© -3

Min

Max Min

IV. Maxi-Min
SijJuega C, la S,que minimiza la gananciaj es
B (ganancia = 0)
SijJuega D, la S que minimiza la gananciaj es
B (ganancia = -3)
j quiere maximizar su ganancia. Si juega C

la menor ganancia es 0; si juega D la menor

ganancia es -3

Entonces j elige C (el mayor valor); asi v,=0; el
perfil (S,S) = (B,C)

Asi VAV
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Solucién: al ejercicio #8 (La Pesca Jamaicana)

Corriente
No
Marcha
marcha
Pescador  [nside 17.3 115
Outside -4.4 20.6
In-Out 5.2 17.0

Puede observarse que no existe un PSM, no

hay dominancia.

Los pagos son un promedio de los beneficios en
libras por mes de pesca del capitan de la canoa
del pescador. Este caso se puede tratar como
un juego de 3x2 (mx2). Al graficar el juego se
observara que el punto mas bajo de la posiciéon
superior de la grafica implica a las estrategias

inside e in-out. Ahora se resuelve el juego 2x2:

Corriente
M NM
Inside 17.3 11.5
Pescador
In-Out 5.2 17.0
31% 69%
Diferencias en fila:

118 67%
ialnlia A

173 -11.5=5.8 17.6

5.8
— = = 4]
52-17=11.8 176 33%

Las diferencias en columna resultan en 31%
y 69%

i. ¢Valor del Juego? Valor esperado para
inside. Pescador = Inside: (17.3)(0.31) +
(11.5)(0.69) = 13.3.

ii.

iii.

iv.

Vi.

vii.

Asi obtenemos una estrategia Optima
del 67% para inside; 33% para in-out del
pescador; una estrategia Optima para la
corriente Marcha del 31% y un 69% para la
corriente No marcha; y un valor del juego
de 13.3.

(Cémo se compara la solucién del juego con
el comportamiento de los aldeanos? ;Por
qué no utilizan outside? Los pescadores
(capitan) no siguen la estrategia outside; ya

que se caracteriza como arriesgada.

(Cual es la conclusion de este juego? Esta
sociedad se ha adaptado a su ambiente

natural y econémico.

(Ensuopinion, cual eslafalla de estejuego?
Segun Kozelka (1969) hay una falla en
el anélisis, ya que los oponentes de los
pescadores es un fenémeno natural “la
corriente”, y no es una entidad razonable,

y su comportamiento no es afectado.

({Qué pasa si los pescadores utilizan una
EM del 25% en la estrategia Marcha?
Calcular el valor esperado de sus diversas

estrategias.

Inside: (0.25)(17.3) + (0.75)(11.5) = 12.95
Outside: (0.25)(-4.4) + (0.75)(20.6) = 14.35
In-out: (0.25)(5.2) + (0.75)(17.0) = 14.05

Segtn estos datos, los pescadores deberian

pescar outside.

Suponer que en un afo la corriente corra
un 35% del tiempo: ;Cudles seran los

pagos esperados?

Inside: (0.35)(17.3) + (0.65)(11.5) = 13.53
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Outside: (0.35)(17.3) + (0.65)(11.5) = 11.85
In-out: (0.35)(17.3) + (0.65)(11.5) = 12.87

viii. ;Qué significa el valor del juego 13.3
encontrado inicialmente, desde la perspectiva
del Minimax? La solucién del juego (ventaja)
a través del Minimax es que les garantiza un
ingreso promedio de al menos 13.3% libras/
canoa por mes, sin tener en cuenta de lo que
ocurre con la corriente (es una propiedad
de seguridad que da la solucion Minimax,
incluso cuando el oponente no es una

entidad razonable).

(Cudl seria el % para el cual la estrategia in-out

seria la mejor respuesta?

(@M (1-qg) NM
() Inside 17.3 11.5
(1-p) In-Out 5.2 17.0

173q + (1 - q)(11.5) < 5.2q + (1 - q)(17)
5.8q +11.5 <17 - 11.8q
17.6q < 5.5
q<0.31

64

Si q = 0.30
Inside: (0.30) (173) + (0.70) (11.5) = 519 + 8,05 = 13.24
Outside: (030) (44) + (070) (206) =136 + 1442 =131

In-out: (0.30) (5.2) + (0.70) (170) = 1.56 + 119 = 1346

Suponer que in-out en “NM” fuera de 15
en lugar de 17. ;Cudl seria el efecto en la
solucion del juego sobre el valor del juego?

Encontrando el valor del juego para in-out.

In-Out: (5.2)(0.22) + (15)(0.78) = 1.144 + 117 = 12.84

Se tiene una disminucién del 3.5% respecto al

valor del juego original.

Una reduccién en el ingreso promedio por

libras/canoa/mes.



V

Juegos en forma extensiva

En el otofio de 1998 los espectadores tuvieron
una opcién de peliculas animadas para escoger.
Curiosamente dos de las peliculas fueron
de insectos: Disney Studio’s “A Bug’s Life” y
“DreamWorks SKG'S Antz”. Alguna audiencia,
maravillada de las peliculas animadas por
de

rivalidad que conllevé a las dos peliculas

computadoras, estuvo expectante la

gemelas a una alta competencia.

Los ejecutivos de Disney ponderaron la idea
de una pelicula de bichos, animada en los
finales de los afios 80, durante el periodo de
Jeffrey Katzenberg a cargo de los estudios de la
Compania. Sin embargo, “A Bug’s Life” no fue
concebida hasta después que Katzenberg dejo
la empresa Disney por desacuerdos con sus
directivos. En agosto de 1994, poco después,
Pixar Animation, una empresa de animacion
de peliculas por computadoras, se incliné por
“A Bug’s Life” para Disney, donde Michael
Eisner, el sustituto de Katzenberg, acept6 la

propuesta y la pelicula entré en produccion.

Aproximadamente al mismo tiempo,
Katzenberg se junté con Steven Spielberg y
David Geffen para formar DreamWorks SKG,
un nuevo estudio con grandes expectativas;
poco tiempo después SKG se unié con una
firma de animacién por computadora, llamada

PDI para producir “Antz”.

Disney eligi¢ liberar a “A Bug’s Life” en la
temporada del “Dia de Gracias”, cuando
la pelicula “Prince of Egypt” de SKG, fue
originalmente programada para abrirse en
las salas de cine. En respuesta, SKG decidié
retrasar la liberacién de “Prince of Egypt” hasta
la temporada de Navidad y se apresuraron a
completar “Antz”, de manera que pudiera estar
lista antes de “A Bug’s Life” y reclamar el titulo

de la “Primer pelicula animada de Bichos”.

Esta historia es intrigante por las caracteristicas,
mas alla de los personajes, los temas legales
(¢Katzenberg rob¢ la idea de Bichos de Disney?)
y la complicada estrategia de negocios.
Katzenberg abandoné Disney por la falta de

pago de bonos.

Usemos un modelo matemético para contar la
historia de la pelicula de bichos, focalicemos
en la competencia entre las dos peliculas.
Pensar en un juego entre Katzenberg y Eisner,
quienes son los jugadores de nuestro modelo.
Podemos wusar un darbol para representar
graficamente la interaccion de estrategias entre
estas dos personas. El arbol es definido por
nodos y ramas. Los nodos representan el lugar
donde algo sucede en el juego (tal como una
decision de uno de los jugadores) y las ramas
indican las acciones varias que los jugadores

pueden escoger. Representaremos los nodos
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por soélidos circulos y las ramas por flechas
conectando los nodos. Un apropiado arbol
construido es llamado una representaciéon en

forma extensiva.

Paradisefiar el arbol deljuego para Katzenberg -
Eisner es Gtil pensar en la secuencia cronolégica

de eventos que describen la historia.

Permitir que el juego comience con la decisién
de Katzenberg acerca de dejar o no a Disney. El
nodo a significa el lugar donde esta decision es
realizada. Esta decision es el inicio del juego; a
es llamado nodo inicial. Cada juego en forma

extensiva tiene exactamente un nodo inicial.

Nodo
inicial

Katzenberg tiene dos opciones: - permanecer
(stay) o abandonar (leave), corresponde a las dos
ramas, las cuales son graficadas como flechas
desde el nodo a y etiquetadas. Esas ramas dirigen

desde el nodo a hacia otros dos nodos.

Si  Katzenberg decide permanecer en
Disney se asume que el juego termine.
De otra manera, si Katzenberg abandona,
entonces otra decision tiene que hacerse.
Primero, Eisner debe decidir si produce “A

Bug’s Life”.
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La figura muestra como el arbol es expandido
para incluir la escogencia de Eisner. Notar que
Eisner ha hecho esta decision solamente si
Katzenberg ha dejado a Disney, el movimiento
de Eisner ocurre en el nodo b. Las dos opciones
de Eisner - producir “A Bug’s Life” o no
producirla - son representadas por dos ramas,
que se dirigen desde el nodo b a dos otros

nodos, cy d.

Ahora Katzenberg debe escoger si produce
Antz. La decisién de Katzenberg toma lugar en
ambos, nodos ¢ o nodo d, dependiendo de que

si Eisner ha seleccionado producir o no.

Notar que hay dos ramas desde el nodo c y
otras dos en el nodo d. Observar que el inicio de
Katzenberg esta localizado en c y en d porque

él estd en movimiento en esos nodos.

A este punto hemos llegado a un asunto critico:

La informacién /En el &rbol se especifica
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apropiadamente la informaciéon de los

jugadores cuando ellos toman las decisiones?

Con la forma extensiva podemos representar
la informacién de los jugadores para describir
si ellos saben dénde estan en el arbol y los
progresos del juego. Por ejemplo, cuando
Katzenberg decide si permanecer o dejar, él
sabe que esta haciendo el primer movimiento
en el juego. En otras palabras, en el nodo
a Katzenberg sabe que estd en el nodo a;
ademas, porque Eisner observa si Katzenberg
permanece o abandona, cuando Eisner ha
decidido si producir “A Bug’s Life”, él sabe que

estd en el nodo b.

Sin embargo, como la historia lo indica, cada
jugador tiene que seleccionar entre producir y
no producir sin conocer si el otro jugador ha
decidido producir. En particular, Katzenberg
debe escoger si produce “Antz”, antes de
conocer si Eisner esta produciendo “A Bug’s
Life”. Los jugadores conocen acerca de cada
una de las opciones de los otros, solamente

después que ambos lo hacen.

Katzenberg no tiene informacion, él no puede
distinguir entre los nodos c y d (existe falta de
informacion); él sabe que esta en uno de esos
nodos, pero él no sabe en cudl de ellos esta.
Para ello se traza una linea (punteada) para
capturar esta falta de informacion, entre los
nodos cy d (se etiqueta solamente uno de ellos

con la letra inicial de Katzenberg).

?‘“ﬁu&a

Asumir que, si cada uno o ambos jugadores
escoge no producir su pelicula propuesta,

entonces el juego termina. Si ambos
jugadores optan por producir, entonces una
o mas decisiones tiene que ser realizada por
Katzenberg. Si libera “Antz” tempranamente
(para superar el éxito de la pelicula “A Bug’s

Life” en los salas de cine).

Agregando esta decision al arbol con pagos,
Katzenberg hace esta escogencia en el nodo e,
después de conocer que Eisner disidi6 producir
“A Bug’s Life”.

]
Inicial 1 2°
Modes
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El arbol representa las diferentes acciones de los
jugadores y la informacién en el juego. Los nodos

a, b, ¢ d e sonllamados nodos de decision.

Los nodos f, g, h, I, m, n, son llamados nodos
terminales y representan los pagos o resultados
del juego - los lugares donde el juego termina-.
Cada nodo terminal también corresponde
a una Unica ruta a través del arbol, el cual es
un camino de obtener desde el nodo inicial
a través del arbol, siguiendo las ramas en la

direccién de las flechas.

En una forma extensiva hay una relacion, una-

a-una entre la ruta y los nodos terminales.

Es coman utilizar el término “conjunto de
informacién” para especificar la informacion
de los jugadores en los nodos de decision en

el juego.

Un conjunto de informacion describe cual
nodo de decision es conectado a cada otro por
lineas punteadas (significando que un jugador

no puede distinguir entre ellas).

Cada nodo de decisiéon es conectado a un
conjunto de informacion. Algunos conjuntos de
informacién consisten de solamente un nodo:
Por ejemplo, el conjunto de informacién del
nodo a comprende solo este nodo (Katzenberg
puede distinguir este nodo de sus otros nodos

de decisiones).
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El nodo ¢ y e también son sus conjuntos de
informacion separada. Los nodos c y 4, sin
embargo, estdn en el mismo conjunto de

informacion.

El conjunto de informacién en un juego
precisamente describe las diferentes decisiones
que los jugadores tienen que hacer. Por ejemplo
Katzenberg tiene 3 decisiones que hacer en el
juego: Uno en el conjunto de informacién dado
en el nodo g; otro, en el conjunto de informaciéon
contenido en los nodos cy d; y el tercer conjunto
de informacién es dado en el nodo e. Eisner
tiene una decisiéon que hacer (en el nodo b).
Recordar que solamente una decisiéon es hecha

en cada conjunto de informacioén.

Por ejemplo, porque los nodos c y d estan en
el mismo conjunto de informacién, Katzenberg
hace la misma eleccién en ¢, tanto como en d
(producir o no). Asumimos que todos los nodos
en un conjunto de informacién son nodos de

decisién para el mismo jugador.

La figura anterior muestra los elementos de
un juego. ;Las preferencias bajo resultados o
ganancias, pagos o utilidades? ;Katzenberg

preferiria finalizar el juego en f que en el nodo I?

Recordar que los pagos mayores significan

los resultados preferidos. Katzenberg vy
Eisner probablemente quieren maximizar sus
ganancias monetarias individuales. Entonces,

definamos los pagos como beneficios que
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cada uno obtiene en varios resultados. Las
ganancias en un nodo es un vector de pagos.
Por ejemplo, en el nodo #, (35, 100) significa 35
para Katzenberg y 100 para Eisner.

L ]
@3@“ 40, 110
K

*13,120

35, 100

Se utiliza la convencién de que uno de los pagos
de los jugadores son primeramente listados,
porque Katzenberg es el primer jugador a

mover en el juego.

Una representacion mas compacta se presenta

a continuacion:

40, 110

13, 120

80,0

0.0

35, 100

La Forma Extensiva completa del juego

Katzenberg-Eisner representa todos los

elementos estratégicos.
1. Lista de jugadores.

2. Descripcién completa de lo que los jugadores

pueden hacer (sus posibles acciones).

3. Una descripcién de lo que los jugadores

saben cuando ellos acttian.

4. Una especificacion de céomo las acciones

de los jugadores lideran los resultados.

5. Una especificacion de las preferencias de

los jugadores bajo sus resultados.

Otros ejemplos.

Identificar el conjunto de informacién de cada
jugador y el conjunto de estrategias de los

juegos siguientes, descritos en forma extensiva.

a)

R 925
3
A T 2,4 4
2 . 0,54
3
U 8 .
1 CQ 3,00
P 2,22
D o c
Q 1,2, 2
E
) 6,3, 2
Solucién:
S, ={UD}

S,={AC, AE, BD, BE}

5,={RP, RQ, TP, TQ}
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b d
) X 2" 3 ) yeprﬁzconj_gmns
2 ; | | ',
51 2 Tiene un conjunto
de informacicn :
E 3
5,2 1 M
I 2 1 A
1 4,2
2.5 o] o} B
2| 2 2.2 1,3 3,4
Z ) . .

33 (Cual es el conjunto de estrategias?

Solucion: S, ={0A, OB, IA, IB}
S, = {AW, BW, CW, AZ, BZ, CZ} S,=1{0,1}
S, ={XY
, = (XY} A B
{THES
. = AXB = {0A,0B,1A,1B)

¢) Una empresa puede o no salir de una 1l le

industria competitiva:

A 3 ser agresivo en el mercado (Empresa 1). Espacio de estrategias
P — ser pasivo...

5=1{(0A,0), (OA, D), (OB, O)...}
O — dejar el mercado. Entonces la empresa 2

disfruta el monopolio. Cada perfil de estrategias = un vector de pagos:

Cuando E2 toma su decision, sabe solamente u,=(0A,0)=2
si E1 estéd en el mercado o fuera de él. La E2 no u,=(IA,0) = 3

observa a E1.

5.1 Conversion de un juego de forma normal

a forma extensiva

A
1
(Existe un procedimiento para convertir un
o i juego en forma normal a una forma extensiva?
La conversion no es tan sencilla. Aunque
0.4 puede haber una sola manera de ir de la forma
S,={A PO} extensiva a la forma normal; lo inverso no es
S, = {A,P} clerto.

70



INSTITUTO DE CIENCIA, TECNOLOGIA E INNOVACION (ICTI)

UNIVERSIDAD FRANCISCO GAVIDIA (UFG)

]2
C D

n A 1,2 1,2

B 3,1 2,4

Observar que las siguientes formas extensivas
tienen diferentes estructuras de informacion.
En la primera, el ]2 sabe que el J1 no selecciona
A cuando el ]2 tiene que decidir entre Cy D.

En el segundo, el ]2 no tiene tal informacién.

1,2

3.1

3 /“
.

1.2 Tienen diferentes

estructuras de

informacion.

—

2,4

Ejemplo: Dado el siguiente juego en forma
extensiva (el juego Katzenberg - Eisner),
describir el espacio de estrategias y dibujar la

representaciéon en forma normal.

40, 110

13,120

35, 100

Se puede observar que el Jugador K tiene
3 conjuntos de informacién. En el primer
conjunto de informacién selecciona entre L
y S. En el segundo conjunto de informacién,
él escoge entre Py N, y en su tercer conjunto
de informacién €l selecciona entre R y N". Asi
una estrategia para K es una combinacion
de tres acciones: una para cada conjunto de
informacién. Por ejemplo, una estrategia
es LNR, la cual es una estrategia utilizable
a considerar porque ilustra, incluso, si el
Jugador K selecciona N en su segundo conjunto
de informacién; su estrategia debe describir
lo que él harfa en su tercer conjunto de
informacién. Dado que el Jugador K tiene dos
alternativas en cada uno de los tres conjuntos
de informacién, hay 2 x 2 x 2 = 8 diferentes

combinaciones (8 diferentes estrategias), asi

S,={LPR,LPN’ LNR, LNN’, SPR, SPN’, SNR, SNN'}

Observar que el Jugador E tiene solamente
un conjunto de informacién y su espacio de

estrategia es: SE = {P, N}.

Para dibujar la matriz en forma normal,
primero observar que debemos tener 8 filas
(para 8 diferentes estrategias para K) y dos
columnas (para las dos estrategias del Jugador
E).

Observar que en cada perfil de estrategia
individual se puede trazar a través de la forma

extensiva para encontrar el vector de pagos
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asociado. Por ejemplo, considerar el perfil
de estrategia (LNN’, P). Con este perfil de
estrategia se juegan los ingresos desde el nodo
inicial hacia el nodo b, luego el nodo cy finaliza
en el nodo terminal con un vector de pago (0,
140).

A continuacién se completa la matriz.

E
P N
LPR 40,110 80,0
LPN’ 13,120 80, 0
LNR 0, 140 0,0
K LNN’ 0, 140 0,0
SPR 35,100 35,100
SPN’ 35,100 35,100
SNR 35,100 35,100
SNN’ 35,100 35,100

5.2 Ejercicios y aplicaciones

1. Representar el siguiente juego en forma
extensiva. La firma A decide si entra a la
industria de la firma B. La firma B observa
esta decision. Si la firma A entra, entonces
las dos firmas deciden simultaneamente
si lo anuncian. De otra forma, la firma B
decide unilateralmente si lo anuncia. Con
dos firmas en el mercado, las firmas ganan
un beneficio de $3 millones cada una, si
ambas anuncian; y $5 millones si ambas
no lo anuncian. Si solamente una firma
lo anuncia, entonces gana $6 millones y
la otra gana $1millon. Cuando la firma B
esta solitaria en la industria, su ganancia
es de $4 millones si se anuncia, y de $3.5

millones si no se anuncia. La firma A no
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gana nada si no entra.

2. Janet es una concursante de un juego
popular y su tarea es adivinar detras de
cuadl puerta esta Liz, otra concursante
que estd de pie. Con Janet fuera del
cuarto, Liz escoge una puerta detras de
la cual pararse - cualquier puerta A o B.
El anfitrién, Juan, observa esta seleccion.
Janet no ha observado la seleccion de
Liz, entonces entra al cuarto. Juan le dice
a Janet cualquiera de los dos: “Rojo” o
“Verde”. Después de escuchar la oraciéon
de Juan, Janet levanta una puerta (ella
dice cualquiera de las dos: “A” o “B”). Si
ella levanta la puerta correcta, entonces
ella gana $100. Si ella levanta la puerta
equivocada entonces no gana nada. Liz
gana $100si Janetlevanta la puerta errénea,
y no gana nada si ella levanta la puerta
correcta (asi Liz le gustaria ocultarse de
Janet, y a Janet le gustaria encontrar a Liz).
AJuanle gustalaletra A.SiJanet selecciona
la puerta A, entonces esta seleccion hace
feliz a Juan, para acordar 10 unidades de
utilidad. Si ella selecciona la puerta B,

entonces Juan recibe 0 utilidades.

Solucién al ejercicio 1:

Sea E y NE la notacién de la firma A para
entrar y no entrar a la industria de la firma
B. Sea a (advertise) y n colocar publicidad y
no publicidad, respectivamente. Entonces
el siguiente diagrama en forma extensiva

representa el conjunto de estrategias.
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3,3
a
A
a i n
B 1,86
,a 6, 1
E n
A
n
55
NE

Notar que la decisién de anunciar simultdneamente
son capturadas suponiendo que en el segundo
conjunto de informacién de la firma A, la firma A
no sabe si la firma B escogera a o n. También notar
que los apostrofos () son usados en las etiquetas
de accion en el conjunto de informacién mas bajo
de la firma B para diferenciarla de las acciones
tomadas en el conjunto de informacion de B (en la

parte superior).

3. Hay una industria en la cual 2 firmas
compiten de la forma siguiente: primero,
la firmal decide si fija un precio alto (H)
o un precio bajo (L). Después viendo el
precio de la firmal, la firma2 decide si fija
un precio alto (H) o un precio bajo (L). Si
ambas firmas seleccionan el precio bajo,
entonces el juego termina con no mas
interacciéon. Si cualquiera de las dos o
ambas firmas seleccionaron el precio alto,
entonces el apoderado general decide si

procesar/enjuiciar (P) o no hacerlo (N) por

el comportamiento anticompetitivo. En
este caso, el apoderado general no observa
cudl firma seleccioné el precio alto (o si
ambas firmas seleccionaron el precio alto).
Dibujar la forma extensiva del juego,

asignar tus propios pagos (vector de pagos).

Dibujar la matriz en forma normal de

cada uno de los siguientes juegos en forma

extensiva.
0,0
C
2
A
D 1,1
1
E 2,2
B 2
F 3,4
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9

pn ]

4,3
2,1

D g 7

5. Considerar el juego en forma normal
siguiente. Dibujar una representacion del

juego en forma extensiva.

]2
C D

AY 0,3 0,0

11 AN 2,0 1,0
BY 0,1 1,1

BN 0,1 1,1

6. Convertir el arbol del juego en forma
extensiva a una forma normal y verificar

si existen EN.

]
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5.3 Juegos dinamicos con

informacién completa

Anteshemosestudiadojuegos conmovimientos
simultdneos. Los jugadores, una vez finalizan

el juego nunca mas interacttan.

Enla vida real la mayoria de interacciones no es
de este tipo, es posible que cuando un jugador
acttie ya conozca la decisién de otro, o que
uno o mas jugadores actiian mas de una vez.
Ejemplo: dos empresas en un oligopolio, no solo
fijan precios hoy, saben que también tendran
que fijar precios en el futuro, y al decidir si
bajan el precio hoy para ganarle la cuota del
mercado a su rival, toman en cuenta la posible
reaccion del rival en el futuro (un Gobierno que

impone aranceles a las importaciones,.. ).

En este tipo de juegos veremos que el EN
sigue siendo vélido en este tipo de juegos; sin
embargo, hay una idea que no pude recoger y
es esencial en este tipo de juegos: la credibilidad
(ejemplo: la farmacia en un pueblo, que es

Unica - monopolio).

Ejemplo: UBICACION DE UN CENTRO DE
INVESTIGACION

* Dos empresas deben decidir si establecer
sus centros de investigaciéon y desarrollo
con el Norte o en el Sur. A las dos empresas
les conviene elegir la misma zona porque
esto facilitard su comunicacién y reducira

costos; pero la Empresa 1 prefiere el Norte
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y la Empresa 2 prefiere el Sur, lo cual las
lleva a una situacién familiar a la de la
Batalla de los Sexos. Si cada empresa toma
su decisién sin conocer la decision de la otra,

la representacion matricial es la siguiente:

Emp2
N S
Empl N 4,3 2,2
S 1,1 3,4

Puede observase que existen dos Equilibrios
de Nash en EP, que las dos empresas se
establezcan en el Norte, y que ambas se

establezcan en el Sur.

* Consideremos el caso en el que Ila
interaccion entre las empresas se da en
forma secuencial. La Empresa 1 establece su
centro primero. Luego la Empresa 2 toma
su decision (después de haber observado la

localizacion elegida por Empresa 1).

En este tipo de juegos la Empresa 2 no tendra
que hacer conjeturas sobre lo que hard la

Empresa 1, lo sabra con seguridad.

5.4 Induccion hacia atras

* Seinicia por el final deljuego para identificar
acciones Optimas. Se analiza la decision
6ptima de la Empresa 2 si le toca jugar en
el nodo b, asi, le conviene elegir Norte, pues
obtiene 3 en lugar de 2. De la misma forma,
encontramos que en el nodo ¢, a la Empresa
2 le conviene elegir Sur (que le proporciona

4 en lugar de 1).

= Marcamos en el arbol las acciones

6ptimas para la Empresa 2.

3=1

4>1

La Empresa 1 puede anticipar qué accion le
convendra tomar a la Empresa 2 en cada caso;
sabe que si el elige Norte, la Empresa 2 también
lo hara (N,N), y si elige Sur, la Empresa 2
también elegira Sur (S,S). Es decir, la Empresa 1
anticipa que si elige Norte se llegard a los pagos
(4,3); mientras que elegir Sur conduciré a los
pagos (3,4). Asi, la Empresa 1 se enfrenta a una
decision, pues evidentemente le conviene elegir
Norte. Asi, el procedimiento de induccién hacia
atras dicta que el resultado de la interaccién es

que las dos empresas se ubicaran en el Norte.
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Observar que a diferencia de la interaccion
simultdnea (Donde habian 2 EN, y lo tnico
que podiamos predecir es que se ubicarian
en el mismo sitio); en la interaccién secuencial
resulta que la empresa que elige primero “se
sale con la suya”, se ubica en su lugar preferido,
anticipando que la segunda empresa hara lo

mismo porque es lo que le convendra.

En el siguiente diagrama se puede representar
una situacion en que las empresas 1 y 2 eligen

simultdneamente su ubicacién (ver linea punteada).

?/((\Q\ N
[#)
S

Esto indicaria que cuando la Empresa 2 esta en
el nodo b o en ¢, no sabe en cudl de los dos est3,
asi, se dice que los nodos b y ¢ pertenecen al
mismo conjunto de informacion de la Empesa
2; significa que el jugador que mueve en ella no

sabe en cudl de ellos esta.

El diagrama sin la linea punteada describe que
la Empesa 1 elige entre N y S, luego la Empesa
2, conociendo la decision de la Empesa 1, elige
entre N y S; los pagos que obtienen las empresas
dependen de la combinacién de acciones de las

dos empresas.
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El gréfico con la linea punteada, representa
un juego donde la Empesa 2, sin conocer la

decision de la Empesa 1, elige entre Ny S.

5.5 Estrategias puras en juegos

en forma extensiva

Definicién 11:

Una EP para el jugador i en un juego en forma
extensiva es un plan que indica que alternativa
debe escoger el jugador i en cada uno de los
conjuntos de informacion en que le puede tocar

jugar.

En el juego anterior (los dos centros de
investigacién), observar que la Empresa 1
solamente juega en el nodo a, entonces una EP
tiene que especificar qué hacer en ese nodo,
por lo que la Empresa 1 solo tiene 2 estrategias
posibles (N 0 S).

La Empresa 2 puede jugar en dos conjuntos de
informacién distintos, en el nodo b y en c. Una
estrategia debe indicar qué hacer si juega en b
y qué hacer si juega en ¢, asi, en total tiene 4
estrategias posibles: {NN, NS, SN, SS}.

Convertir el juego en forma extensiva a un

juego en forma normal (estratégica).

Emp2
NN NS SN SS
Empl N 4,3 4,3 2,2 2,2
S 1,1 3,4 1,1 3,4
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Una vez en el juego normal buscamos los EN
y observamos que tiene 3: (4,3), (4,3), 3,4); (N,
NN), (N, NS) y (S, SS), respectivamente.

(Cual es la relacion que guardan estos
equilibrios con el procedimiento de induccién

hacia atras?

Elequilibrio (N, NS) corresponde al que habiamos
obtenido con el procedimiento de induccion
hacia atrés (la Empresa 2 elige N si la Empresa 1
se ubica en N, la Empresa 2 se ubica en el S si la
Empresa 1 se ubica en S, asi la Empresa 1 se ubica

en el Norte).

La respuesta(S,SS) da un resultado distinto
al obtenido por el método de induccién hacia
atrds y es util para explicar el concepto de
credibilidad. Observar que dada la estrategia
de la Empresa 1 de ubicarse en S, la estrategia
de la Empresa 2 de ubicarse en S (pase lo que
pase) es 6ptima, le proporciona el pago mas alto
posible, pero lo que planee hacer la Empresa 2
si la Empresa 1 se ubica en el Norte no influye
sobre sus pagos, porque esta parte del plan
nunca se tendra que llevar a cabo. ;Es creible
la parte del plan de la Empresa 2? Supongamos
que la Empresa 1 se ubica en N, la Empresa 2 no
se adherir a la estrategia de la Empresa 1, pues
obtendria 2 en lugar de 4. El plan de Empresa 2
de ubicarse en S sila Empresa 1 se ubica en N es
6ptimo solo cuando no se tiene que realizar, no
le convendpra llevarlo en la practica si de verdad
la Empresa 1 se ubica en el N; asi el equilibrio

(S,SS) se elimina.

Asimismo, los (N,NN) y (N,NS) llevan a los
mismos pagos, son equivalentes y también
carecen de credibilidad; en efecto, en este
equilibrio la estrategia de la Empresa 2 indica
elegir N aunque la Empresa 1 se ubique en S,
acciéon que no le convendré llevar a cabo si la

Empresa 1 se ubica en S.

Hemos visto que el Método de induccion hacia
atrds no permite obtener todos los EN, pero
si el Equilibrio de Nash, que satisface una

condicién adicional: la credibilidad.

Definicion 12:

Un juego en forma extensiva tiene informacion
perfecta si todo conjunto de informacién de

cada jugador contiene un solo nodo.

* En un juego con informacién perfecta cada
jugador distingue siempre en cual nodo
estd jugando (Ejemplo: las empresas con sus

centros de investigacion).

* Los jugadores, al final, pueden elegir la
rama que les proporciona el pago mas alto.

* Teorema de Zermelo: Todo juego finito en
forma extensiva con informacion perfecta,

tiene al menos un EN en EP.

5.6 Equilibrio perfecto en subjuegos

Supongamos un juego donde:

* ElJ1 elige entre las acciones a y b.

* Después de observar si J1 eligi6 a o b, el ]2
elige entre cy d.

* Conociendo su propia eleccion anterior
entre a o b, pero sin conocer la decision del ]2

entre cy d, el J1 elige entre las acciones ey f.
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2,4

3.4
2.1

5,2
1,2

2.1
3.1

[y

;%]

8]
AVASATA

4,2

({Como usar el método de Induccion hacia
atras? Cuando analizamos la decision del J1
entre las acciones e y fal final del juego, vemos
que no podemos asegurar cudl es la decision
6ptima, porque depende del nodo concreto en

el cual el J1 esté ubicado, y eso, el J1 no lo sabe.

Para generalizar el método de induccion hacia

atras necesitamos definir el concepto de subjuego.

Definicién 13:

Un subjuego de un juego en forma extensiva es una
parte del juego que comienza en un nodo t, incluye
los nodos que son sucesores y excluye los que no lo

son, y cumple las siguientes caracteristicas:

1. El conjunto de informacion del nodo ¢

contiene solo a .

2. Sidosnodos pertenecen al mismo conjunto
de informacién y uno de ellos esté incluido

en el subjuego, el otro también lo estara.

Un subjuego es una parte del juego original que
podemos analizar aisladamente, respetando la

informacién contenida en el juego completo.
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Ejemplo:
1. El]Jleligeentreay b.

2. Sin conocer la decisién del J1, el J2 elige

entrecy d.

En este caso el tnico subjuego es el juego
completo. No podemos separar el nodo (b)
porque ]2 sabria que J1jugé a y no b, lo cual no
se sabfa en el juego original; ademas, el nodo (b)

pertenece a un conjunto de informacioén.

Consideremos el siguiente ejemplo:
1. ElJ1 elige entre acciones a y b.
2. Siel]leligea, el ]2 elige entre acciones cy d.

3. Siel]l elige b o si el J2 elige d después de
J1 eligi6 a. El J3 eligi6 entre e y f. Cuando
toma su decision, el J3 no sabe si el J1 eligi6

b o si eligio a y ]2 eligi6 d.

\

2@

@ \
<

-
s
/
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Nuevamente, el tnico subjuego es el juego
mismo. Si retomamos parte del arbol que
comienza en el nodo@, no se puede analizar
aisladamente porque el J3 sabria que le toca
jugar porque J1 jugé a y después el J2 jugb 4,
informacién que no se tenia en el juego original;
ademas los dos nodos en que juega el J3
pertenecen al mismo conjunto de informacion

(no se puede tener solamente un nodo).

Definicién 14:

Un equilibrio perfecto en subjuegos (EPS) de
un juego en forma extensiva es un EN, que,
ademas, proporciona un EN en cada subjuego

del juego.

Ejemplo: “La farmacia tnica del pueblo”.

La farmacia del pueblo ve amenazada su
situacion monopolitica por una empresa
entrante potencial. Para evitar la entrada de
la competencia disemina el rumor de que si
efectivamente se establece la nueva farmacia en
represalia comenzara a vender la mercaderia a
mitad del costo. ;Seria un error establecer la

nueva farmacia en el pueblo?

Monopolio
R NR
Entrante e -1,-1 2,2
f 0,4 0,4

S, = {Entra, Fueraf; S, = {Regala, No Regalaf

Examinar primero los EN en el juego en forma
normal, hay 2: (E,NR), (FR). Para encontrar los
equilibrios perfectos en subjuegos, observar
que este juego tiene 2 subjuegos: El primero, el
que inicia cuando el entrante potencial decide
entrar y el monopolista debe decidir si “Regala
la mercaderia” - venderla a mitad de precio - o
no hacerlo. El segundo subjuego es el juego

entero mismo.

El primer subjuego

Monopolista
R NR
Entrante -1, -1 2,2

El anico EN es que el monopolista no regalara
la mercaderia. Por tanto, de los dos EN que
tiene el juego completo, solo el primero de ellos

proporciona también un EN en el otro subjuego.

En cambio, el EN, en el cual el Entrante decide
“No entrar”, y el monopolista decide regalar,
no proporciona un EN en el subjuego que
comienza cuando el Entrante efectivamente
entra. Es asi como el concepto de Equilibrio
Perfecto en subjuegos descarta este segundo

EN por mantener una amenaza No Creible.
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Otro ejemplo: Retomar el juego siguiente y Consideremos el primer subjuego:

encontrar el EPS.
a) Cuando J1 elijaa

S,= ¢, d};S, = {e. )

L]
i
]

r

e
-

D o mme o
[ %]

]2

c d
n e 4,2 2,1
f 3,1 1,2

Se tiene un unico NE, 5" = {(e,c)}

J1 {fa, b}lefllef}
{a, b} {ee ef fe, ff |
]2 {c, d}{c, d}={cc cd, dc dd}

b) Cuando J1 elija b
S,=1{c d};S,=1{e f}

52

Este ejemplo refleja por qué el concepto de
equilibrio perfecto en subjuegos (EPS) se puede a
ver como una generalizaciéon del proceso 2 2.1
de induccién hacia atras. Este juego tiene 3 3.4
subjuegos: el juego entero, el subjuego que

inicia después de que el J1 elige a y el subjuego 2,4
que inicia después de que J1 elige b.

Para encontrar el EPS podemos actuar de P = P
manera similar al procedimiento de induccién 1 - 52 34

hacia, atras, iniciando nuestro anélisis en el f 2,1 2,4

final del juego, pero buscando los subjuegos.

Se tiene un tnico NE, § = {(e,d)}
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(Cudles ramas seran elegidas en cada uno de

los dos tltimos subjuegos?

Si J1 elige a, después se elegiran c y e. Si J1
elige b, después se elegiran d y e; esto se puede
sefialar en el arbol (ver una linea adicional en

algunas ramas del arbol).

Asi, el J1 concluye que si elige a le llevara a los
pagos (4, 2) y, si elige b le llevard a los pagos (3,
4); de manera que, la decision 6ptima del J1 sera

elegir a, con lo que obtendria 4 en lugar de 3.

(Cual es el resultado de juego?: El EPS consiste
en que el J1 siga la estrategia que indica elegir
a al principio y e en sus otros dos conjuntos de
informacion, y el ]2 siga la estrategia que indica
elegir csi el J1 eligio a, y elegir d si el ]1 eligi6 b.
El resultado del juego en la ruta ace, el cual tiene
asociado un pago de 4 para el J1 y un pago de 2
parael J2.

Ejercicio. Convertir el siguiente arbol en la
forma normal (estratégica) y verificar si existen

otros EN.

4.2
E
1
c - 3,1
2 ; 2.1
' B
A ;
D <
1 F 1.2
B 5 72
2 C :
B ;
: B 2]1

w}
/\H
w
I

2,4

]2
CcC CD DC DD

AEE 4,2 4,2 2,1 2,1

AEF 4,2 4,2 2,1 2,1

AFE 3,1 3,1 1,2 1,2

n AFF 3,1 3,1 1,2 1,2
BEE 5,2 3,4 5,2 3,4

BEF 2,1 2,4 2,1 2,4

BFE 5,2 3,4 5,2 3,4

BFF 2,1 2,4 2,1 2,4

El jugador 1 tiene 3 conjuntos de informacion.
Entonces hay 2x2x2 = 8 diferentes

combinaciones (estrategias)

S, = {AEE, AEF, AFE, AFF, BEE, BEF, BFE, BFF}

Para el ]2 se tienen 2 conjuntos de informacion.

S, ={CC, CD, DC, DD}

De la matriz se puede observar que se tienen 4
EN: (AEE, CD), (AEF, CD), (BEE, DD), (BFE, DD).
De estos 4 equilibrios, solamente el primero
es, ademads, un EPS. Significa que los otros 3
carecen de credibilidad (son redundantes, nos
llevan por el mismo camino en el drbol del
juego). Para el caso (2, 4) no es creible que ]2
elija d si J1 elige a. El tinico EN consiste en que
J1 juegue e y ]2 juegue ¢, y sera la tnica que
sobrevivaa la EIEED en este juego, pues a J1
le conviene mads la accién e que la accién f, no

importando lo que haga el J2.

El J2 se debe dar cuenta de que J1 elegirda e y
que, por tanto, no le conviene elegir d si el J1
elige a. No es creible que lo haga, por tanto, no
son EPS.
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Glosario

A

Acciones de cada jugador: Son las decisiones
que puede tomar cada jugador en el momento
en que le toque jugar. El conjunto de acciones
de un jugador en cada momento del juego

puede ser finito o infinito.

Analisis del comportamiento estratégico:
El anédlisis formal de wuna situaciéon de
comportamiento estratégico inicia con la

formulaciéon de un juego.

Analisis de decisiones: Consiste en un

conjunto de técnicas y procedimientos
orientados a reducir el margen de error en
las decisiones adoptadas en el marco de una

situacion especifica.

Los elementos que lo conforman son:

El Objetivo o problema a solucionar

Las alternativas de eleccién.

Los atributos o condiciones y su valoracién.

La probabilidad asociada a cada alternativa.

El decisor estd interesado en tomar la mejor

alternativa posible que maximice sus beneficios.

Aversion al riesgo: Implica la exigencia de un
mayor beneficio en la medida en que se deba

asumir mayor riesgo.

C

Comportamiento  estratégico: Es un
comportamiento que toma en cuenta las
decisiones de los demaéds, atendiendo a sus
propios deseos; afectan el resultado de las

decisiones propias.

Cooperacién: Obrar conjuntamente con otros

individuos para alcanzar un fin comun.

Conflicto: Asuntooproblemadedificilsolucion.

Competencia perfecta: Modelo de mercado
caracterizado por gran cantidad de oferentes
y demandantes, de tal manera que ninguno
de ellos puede incidir en las condiciones del
mercado; productos homogéneos; perfecta
informacién; libre de intervencion estatal e

inexistencia de barreras al ingreso o salida.

D
Distribuciéon de probabilidad: Lista de todos los
resultados de un experimento y la probabilidad

que se asocia con cada uno de ellos.

Dominancia iterativa: Es un procedimiento
mediante el cual un jugador no considera
aquellas estrategias de los otros jugadores que

estan dominados estrictamente.
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Existen dos premisas bdsicas a considerar:

* Si una estrategia pura esta estrictamente
dominada, ya sea por una estrategia pura
0 una mixta, no existen creencias para las

cuales convenga usarla.

* Siuna estrategia pura no estd estrictamente
dominada ni por una estrategia pura ni por
una mixta. Necesariamente existen algunas
creencias acerca de lo que hard el otro

jugador para las cuales le conviene usarla.

E

Eliminacion iterativa de las estrategias
estrictamente dominadas: Cuando un jugador
tiene una estrategia con las caracteristicas de
que le proporciona mejores resultados que
sus demds estrategias, no importando qué
hagan los demas jugadores, dicha estrategia es
identificada como una estrategia fuertemente
dominante, y es esta estrategia la que le

conviene utilizar.

En el juego en forma normal G=1{S,,....,S ;u,,...
), sean sy s” posibles estrategias del
jugador i (s, y s”, son elementos de S). La
estrategia s’ esta estrictamente dominada por la
estrategia s”, si para cada combinacién posible
de las estrategias de los restantes jugadores, la
ganancia de i por utilizar s’ es estrictamente
menor que la ganancia de i por utilizar s”:

7 7
W,(S,- /8,18 ySpyyre S, )<W(S e+ /S 1S S e S, )

Para cada (s,...,_,S,--+S,) que puede ser

construidaa partir delosespacios de estrategias

de los otros jugadores s ,...,s.,s s

i+17***/7n*
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Los jugadores racionales no utilizan estrategias
estrictamente dominadas, pues no es 6ptimo

utilizarlas.

Equilibrio de Nash: Es un perfil de estrategias
en el que las estrategias de todos los jugadores
son las mejores respuestas a las demads

estrategias del perfil.

En el juego en forma normal de n jugadores,
G = {5,.,5,;u,.u ) las estrategias (s*,...s*))
forman un equilibrio de Nash (EN) si, para cada
jugador i, s*, es la mejor respuesta del jugador i
(0 al menos una de ellas) a las estrategias de los

otros n-1 jugadores, (s*,,...,5%,,,5%,,,,-- 5% .):

* * *
S8 1 8 S ST )

Para cada posible estrategia s en S; esto es, s*,

es una solucién de

* * * *
max u, (s*,...,8*,8,8%,,,...,.5%) s ES.

Esperanza matematica E(X): Es la suma
de la probabilidad de cada posible suceso
multiplicado por la frecuencia de dicho proceso,
es decir si tenemos una variable cuantitativa
discreta X con n posibles sucesos x,Xx,,...X
y probabilidades P(X=x)=P,

matematica es

n

la esperanza

E(X) = in.P(X =x) =2 PX =2+ -+ 2, P(X = xp)
=1

Estrategia: Es una descripcion de una acciéon o
acciones a seguir bajo cualquier circunstancia

que se pueda encontrar en el juego.
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Estrategias disponibles: Es el conjunto de
estrategias con que cuenta cada jugador, se
denota: 5= {S,,...S }.

Estrategia mixta: Es una distribucion de
probabilidades sobre alguna o todas las
estrategias puras del juego. Una estrategia
mixta para el jugador i, m, es una distribucién
de probabilidades sobre su conjunto de

estrategias puras S,

Si el jugador i tiene k, estrategias puras, S, = (S,
S,,... 5,), entonces una estrategia mixta para el
jugador i serd una distribucién de probabilidad
m, = (m,(S,),... m(Sk)) conm, (S) 2 0 para j=L,...
ky m, (S) +.+ m, (Sk) =1, siendo m, (S) la
probabilidad con que el jugador i jugard su

estrategia pura S

Una estrategia mixta consiste en el uso de
un mecanismo aleatorio para prescindir
del uso real de una mecanismo concreto o
deterministio. Lo importante de una estrategia
mixta es que hace impredecible saber qué hara
eljugador que la usa. La estrategia mixta de un
jugador se refiere simplemente a lo que ocurre

en la mente del otro jugador.

Equilibrio de Nash con estrategias mixtas: En
las estrategias mixtas el equilibrio de Nash es
aquel en el que cada agente elige la frecuencia
6ptima con la que seguira sus estrategias, dadas

la frecuencia que elija el otro (Varian, 1996).

Una combinacion de estrategias mixtas (m,,...

m ) es un equilibrio de Nash del juego (S

AR

S; U,... U) si para todo jugador i en N se

cumple que: EU(m,,... m_,m m_) = EU(m,...

4 . .
m,_,m’,m m ) para toda estrategia mixta

AR

m’, en M..

Estrategias deseguridad: Enlosjuegos desuma
cero, cuando un jugador intenta maximizar su
pago, a la vez estd intentando minimizar el
pago de su oponente. Cada jugador considera
el peor resultado que puede conseguir con
cada una de sus estrategias y después escoge
la estrategia que le proporciona el mejor de los

peores resultados.

Para cada estrategia pura I, € E, el nivel de
seguridad del jugador I, es el pago que puede
asegurarse con esa estrategia, prescindiendo

de las acciones del jugador II

vy U= mi?;aij

Para cada estrategia pura II]. € E,, el nivel de
seguridad del jugador II, es el pago que puede
asegurarse con esa estrategia, prescindiendo

de las acciones del jugador 1.

Vit ()= ""ay

I

Interacciones estratégicas: Son situaciones
en las que las consecuencias de las acciones
de los individuos dependen de las acciones
de otros; y esta interdependencia mutua es
reconocida por los involucrados y afecta las

acciones que realizaran.
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Jugadores: Son los participantes en el juego que
toman decisiones con el fin de maximizar su

utilidad. Puede tratarse de dos o mas (njugadores).

Juegos: Consisten en una identificaciéon completa
de los jugadores, una lista para cada jugador
con cada curso de accién disponible para ellos
(incluyendo acciones que dependen de medidas

tomadas por otros, o de eventos al azar).

Juego en forma normal o estratégica: Se denota
por G = {S,....,S_; u,,...
elementos esenciales:

a“o__ 7

* Los “n” jugadores que participan en el juego.

* Lasestrategias disponibles para cadajugador.

* El conjunto de funciones de pago (utilidad
o bienestar) de cada jugador en cada

combinacion posible de estrategias.

Bajo esta forma los jugadores eligen sus
estrategias de forma simultdnea (sin conocer las

decisiones del resto de los jugadores).

Juegos de suma cero: Son juegos en los que dos
individuos compiten por un tnico premio. Son
aquellos enlos que no hay ninguna posibilidad de
cooperacion; la tnica forma en la cual un jugador
puede aumentar su bienestar es reduciendo el de

su oponente.

u(s,s)*+u,(5,s)=0, senS, s, enS,
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Juegos de suma no cero: Juegos en los que
cada participante puede obtener un premio de

forma simultanea.

Juegos de suma constante: La suma de los
beneficios de los dos jugadores es constante
y corresponde a la idea de una cantidad fija
que se ha de repartir entre los jugadores
en cuestion. Este tipo de juegos se puede
convertir en juegos de suma cero. Un juego
de dos jugadores es de suma constante si

u(s,s,) tu,(s,s,)=ccER Vs ES , Vs, €S,

M
Maximin: El valor Maximin (o valor inferior

del juego) del jugador I es.

" wx :
I= """ v (I)=""ay
i ]
Una estrategia de seguridad o estrategia
Maximin es la que proporciona al jugador su

valor Maximin.

Minimax: El valor minimax (o valor superior

del juego) del jugador II es.
min ;
= Vrr (!ifl)=mlnjmaxﬂ.u
i i

Una estrategia de seguridad o estrategia
minimax es la que proporciona al jugador su

valor minimax.

Monopolio natural: Es aquel en que el tamafio

minimo eficiente al que puede operar una
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empresa es tan grande en relaciéon con el
tamafio del mercado, que sélo hay lugar para

que opere de manera rentable una empresa.

P

Pagos: Cadajugador recibe un pago al terminar
el juego, que depende de cual haya sido el
resultado del juego. El significado de dicho
pago es la utilidad que cada jugador atribuye a
dicho resultado, es decir la valoracién que para
el jugador tienen las consecuencias de alcanzar

un determinado resultado en el juego.

Pensamiento estratégico: Suponela posibilidad
de plantear de manera anticipada situaciones
para establecer criterios de valor sobre las
diferentes alternativas de accién y ponerlos en

relacion con los resultados posibles.

Perfil estratégico: Representa una combinaciéon

de estrategias posibles para cada jugador.

Prima de riesgo: Es la cantidad que un agente
averso al riesgo, estd dispuesto a pagar para

librarse del riesgo.

Probabilidad: Un valor entre cero y uno,
inclusive, que describe la posibilidad relativa de
que algo ocurra. La probabilidad es un namero

real que toma valores entre 0 y 1; 0<P<1.

Punto de silla de montar: Los valores Maximin
y Minimax son equivalentes al concepto de

“punto de silla de montar”.

Un resultado de un juego es llamado “punto de
silla de montar” si el ingreso de un resultado
es menor que o igual a cualquier ingreso en su
fila, y mas grande qué o igual que cualquier
entrada/ingreso en su columna.

Un juego matricial de matriz A= (a,) tiene un
punto de silla en estrategias puras cuando se
verifica que: v=v, Este valor comtn se llama
valor del juego y es el menor elemento de su fila

y el maximo de su columna. Se denota por v.

Siunamatrizdeunjuegotieneun“puntodesilla
de montar” (PSM), ambos jugadores jugarian

una estrategia en la cual esta contenida.

Para cualquier matriz de un juego, si hay un
ntmero i tal que el jugador 1 tiene una estrategia,
la cual garantiza que ganara al menos i, y el
jugador 2 tiene una estrategia la cual le garantiza
que el jugador 1 ganard no mas que i, entonces i
es llamado “el valor del juego”.

Si un jugador tiene un PSM, el ingreso del PSM

es el valor del juego.

R

Racionalidad: Capacidad humana que permite
pensar, evaluar y actuar de acuerdo a ciertos
principios de optimidad y consistencia, para
satisfacer algtin objetivo o finalidad. Usando
la razén, el ser humano intenta elegir para
conseguir los mayores beneficios. El ejercicio
de la racionalidad esta sujeto a principios
de optimidad y consistencia. = Cualquier
construccién mental llevada a cabo mediante

procedimientos racionales tiene por tanto una

estructura légico-mecanica distinguible.
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Resultado de un juego: Es un conjunto de
acciones llevadas a cabo por los jugadores (y
las ganancias asociadas a las mismas). Los
resultados de juego no se pueden deducir sélo
de las estructuras del juego, sino que requieren
ademas de un concepto de solucién plausible, o
sea, una especificaciéon de como podrian jugar

los implicados.

T

Teoria de juegos: Es el estudio de problemas
de decision multipersonales. Es el estudio de
modelos matemadticos que describen el conflicto
y la cooperacién entre entes inteligentes que
toman decisiones. Tales decisiones se consideran
estratégicas, es decir que los entes que participan
en el juego acttian teniendo en cuenta las acciones

que puede tomar el resto de jugadores.

Teorema de Nash: Todo juego con un namero
finito de jugadores y un numero finito de
estrategias para cada jugador tiene al menos
un equilibrio de Nash si se permite el uso de

estrategias mixtas.

U
Utilidad: Son las ganancias de cada jugador
en cada combinacion posible de estrategias. Se

denota U= {u,,....u }
Utilidad esperada: Para el jugador i deriva de

la combinacion de estrategias mixtas (m,, m,,...

m ) es
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Fu. —
i(my mn)—E(sl,...snjes 51,5 ML (5yy ‘
sy

La utilidad esperada que obtiene el jugador i
con una combinacién de estrategias mixtas
es igual al valor esperado de las utilidades
que obtiene con las distintas combinaciones
de estrategias puras. Para calcular este valor
esperado se utilizan las probabilidades que

especifican las estrategias mixtas.

Lista de simbolos

La siguiente lista estd compuesta por los
simbolos que se utilizan frecuentemente en la

temaética de Teoria de Juegos:

Igual a

Mayor a

Menor a

vV | AV

Mayor o igual a

IA

Menor o igual a

Por lo tanto

Para todo elemento

Existe al menos un elemento

No existe

Sumatoria

Pertenece a

No pertenece a

Entonces

(o]

y

Incremento

> > (< | [mmM|njw|<

Valor absoluto

Infinito

8

s Siy solo si










La Teoria de Juegos es una rama de la Economia,
sustentada en las matematicas, que estudia las decisiones
de un individuo o de una empresa, quienes para tener el
éxito buscado deben tener en cuenta las decisiones
tomadas por el resto de los agentes que intervienen en
una situacion determinada o en un juego estratégico; de la
misma manera, los demds agentes actuardn pensando
segln crean que van a ser nuestras actuaciones. Se
analizan los métodos de actuacion y comportamiento de
las personas con base en predicciones que las personas
hacen de las decisiones de los otros participantes en el
juego estratégico.




